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C.DFEHG	IKJMLNDFOJ'P	QSRTG	JMUVDFL0G	JMWYXFZF[V\�]&^`_
XaUHP/UHP/OHbcdL0G�JMU`e fHXhgiGje D%kVf
l;m`n 8�o�p&qr@ts l;u)u)v

w�x)yFzF{�|H}rz
~&UHD1gYDF�rDFg)ZKDhJ�LND�JMUHPjkTU�G	Zd��DFDhO�ZKfVXFXFDFZKZ�Q�fHgYg��6fHZKD%kTQ�P/I�LNP��jWYOHbNWYOJMDhIKQ�G	XFD

EVIMPr�VgYDFLNZFe�~&UVD��HO�G	gdZ�JMDFE�P/Q�JMUHD6LNDhJMUVPjk�WYZ�JMP�XFPrOVZ�JKIMfHXhJTG/OHk���WYZKfHG/gYWY�FD
JMUHD1WYZKP/ZKfVIKQ�G	XFD0P/Q&G9kVWYZKXhIMD�JMD1Q�fVOHXhJMWYPrO

φ : {0, · · · , N}n → R
m
e�~&UVDhIMD�U�G%��D

Dh��W�Z�JMDFk�L0G/O��EVIaG	XhJMWYX%G/g�W�ZKP/ZKfVIKQ�G/XFWYOHb�G/gYb/P/IMW�JMUHLNZ0��UHDFO
n = 3, m = 1

P/I
n = 2, m = 1

e���DFXFDhOjJMg����&D�U�G%��D0��DFb/fHO�JMP�ZKDFD0JMUHD�kVDF��Dhg�P/EHLNDFOJ�P	QdWYZKP/ 
ZKfVIKQ�G	XFWYOHb1G/gYbrP	IMWYJMUVLNZ�Q�P	I'UHWYb/UHDhI�k�WYLNDFOHZKWYPrOVZ&G	O�kNXFPjkVWYLNDFOVZKWYPrOHZFeS~&UVWYZ&E�G	E�DhI
W�OJKIMPjk�fHXFDFZ�G¡fVOHW�Q�D%k�JMUHDFP	IK��G	O�k�G/O�Dh¢�XFWYDFOJ�WYZKP/ZKfVIKQ�G	XFWYOHb�G/gYb/P/IMW�JMUHL£JMU�G�J
�&P/IM¤jZ�WYO�G	IM�VW�JKIaG	IK��O�fVL1��DhI�P/QSk�W�LNDhOHZKWYPrOVZ�G/O�k�XFPjkVWYLNDFOVZKWYPrOHZFe
~&UHDdWYZKP/ZKfVIKQ�G	XFD

Γ
P/Q;G�kVWYZKXhIMDhJMD�Q�fHOVXhJMWYPrO

φ
WYZ'k�Dh��OVD%kNG/Z�JMUHD�W�ZKP/ZKfVIKQ�G/XFD�P	Q

WYJMZ;ZKW�LNEVgYW�XhWiG	gjW�OJMDhIME�P/g�G/OJ
φ̂ : [0, N ]n → R

m
e`¥¦W�JMU�JMUHWYZ)ZKWYLNEHgYWYXFW�G/gjk�Dh��OVWYJMWYP/O`[

Γ
WYZ)b/DFPrLNDhJKIMWYX%G	gYgY�§G�EHWYDFXFD���W�ZKD�W�OJMDhIMZKDhXhJMWYPrO�P/QHG�ZKWYLNEHgYDh��G/O�k

m
U�VE�D�IMEHg�G/OVDFZFe

Γ
WYZ'XFP/OHZ�JKIMfHX�JMD%k�G	Z�JMUHD�fHOVW�P/O�P	Q;ZKWYLNEVg�WYXFDhZFe�~&UVDdXFP/OHZ�JKIMfVXhJMWYPrO�XFPrZ�JMZ

O(Nn)��WYJMU�G�fHOVW�Q�P/IMLAb/IMW�k0G/OHk
O(Nn−mlog(N))

��W�JMU�G�k��jG/kVWYX�b/IMW�kNW�O0OjfHLND�IMW�XFG/g
ZKE�G/XhD9G	O�k�JMWYLNDre�¥¦UVDFO

n = m + 1
P/I

m + 2
[
Γ
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EVIMDFZKDFOJMD%k�X%G/gYXFfVg�G	JMWYOHbTJMUVD�OHP	IML0G/g���DFXhJMP	I���DFg�k�P/Q&JMUVD�EVIMP�¨�DFX�JMW�P/O�P/Q
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[V��UVWYX�U�brWY��DFZ�gYW�b/UJ�ZKUHGrk�W�OVbrZFe
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φ : Zn →
Rm

¿�¼NÌT·/À�ÃV¾N¾h»�Ê`·6À¡ÅV·/Â�¾�»�ºNÅÀ�Æi¹�·rÄ�½É¹�Ã©Â%¾h¿i»VÃ¦Ä�·�Ï©Ã©·/Ä�»�Ã�À¡¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ"ÐVº�¿�Ä�¿iÃ
Rn Ñ

Ò ¶�¿�ÂF¶�¿�¼�¿�Ä�·/ÃV¾h¿�Ï`·/ÄÓÀV¼
Zn
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À�¼�Â�¹�ºhÅ�·r¼0ÀjÃ©Ä¦¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·/¼N¶©À�ÅV·�Ê`·/·	ÃÓ¼�¹©Â/Â�·/¼h¼a½É¹�ÆiÆ�Ë�º�·/¸�º�·r¼a·/ÃH¾�·/Ä�À�¼0¾�¶�·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·9»�½
À�Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·9½É¹�Ã©Â%¾h¿i»VÃ�Í�µ.¶�¿�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	¿�¾0ºh·	¸©º�·r¼a·/ÃV¾FÀ¾h¿i»VÃ�·	Ã`ÀjÊ�Æ�·/¼1¹©¼1¾h»�·rÀ�¼�¿iÆ�Ë�¶©À�Ã©Ä�Æ�·TÀ
ÌT»Å�¿iÃ�Ð�Ð�·	»VÌT·�¾�ºh¿�ÂT»�Ê�ÖM·rÂ%¾ Ñ Ê;·/Â/Àj¹©¼�·6¹�¸)Ä�Àj¾�¿�Ã�Ð�À�Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�ÃÔÌTÀ�Ë�¶©À�ÅV·�¾�¶�·
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	 ����
����¸©º�·r¼a·/ÃV¾h·/Ä¦Ê�Ë��1¼�¶�·/º9À�Ã©Ä���·�¾�¶©¿�À�ÃÓ¿�Ã ý�������� ��� Í?µ.¶�·	ËÓÀ�¸�¸�ºh»���¿iÌ�À¾h·/Ä¦À�Ã
¿�ÃV¾h·	º�½ÈÀ�Â	·�¿�Ã

Rn
Ì9»Å�¿�Ã�Ð Ò ¿i¾�¶�Â�¹©º�ÅÀ¾h¹�ºh·�Ä�·/¸`·/Ã©Ä�·	ÃH¾0¼�¸`·/·/Ä�ÊHË�¼�¿�Ì9¸©ÆiË�¹�¸)Ä�Àj¾�¿�Ã�Ð�À

Ä�¿�¼�Â	º�·	¾�·�½É¹�Ã©Â%¾h¿i»VÃ
φ : Zn → R

Í��KÃ�À�º�·rÂ�·/ÃV¾�Àj¸©¸�Æi¿�Â	Àj¾�¿�»�Ã�»j½�¾h¶�·§Æ�·	ÅV·	ÆÁ¼�·�¾.Ì9·	¾�¶�»�Ä�¾�»
Ð�·/»�ÌT·�¾hº�¿�Â�»�¸�¾h¿�Â/¼ ��ý���� Ñ Ò À�ÅV·�½Éºh»�ÃH¾F¼Á¿iÃ

R
3 Ò ·/º�·'Æ�¿�½�¾h·/Ä�¿�ÃH¾�»

R
5 ¾h»�º�·/ÌT»Å�·'¼a¿�Ã�ÐV¹�Æ�À�º�¿i¾�¿�·/¼ÀjÃ`Ä¦º�·/¸�ºh·/¼�·	ÃH¾�·rÄ�À�¼�¾�¶�·�¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·6»j½

φ : Z5 → R3 Í¦Î�Ì�Ê�º�»H¼a¿�»�À�Ã©Ä���»VÃ�·	º ��ý� ��·���¾h·	Ã©Ä�·rÄ?¾�¶�·�¾�¶�·/»�ºhËÔ»�½�¾�¶�·�Æi·/Å�·	Æ1¼a·	¾�ÌT·�¾h¶�»�Ä ¾�»ÓÀ�º�Ê©¿�¾hºhÀ�º�Ë?Ä�¿iÌT·/Ã©¼a¿�»�ÃSÍ"!dÀV¼a·rÄ
»�Ã�¾h¶�·�·��H¾h·	Ã©Ä�·/Ä�¾�¶©·	»�ºhË Ñ�# »Vº�¿�Ð�»�À�Ã©Ä%$©À�¹�Ð�·/ºhÀV¼�·�¾�À�Æ ��ý���� ¹©¼a·rÄ�¾�¶�·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·9»�½
φ : Z3 → R2 »VÃ�¾h¶�·�¼�·	Ð�ÌT·/ÃV¾FÀ¾h¿i»VÃ�»�½;Ê�Æ�»�»�Ä�ÅV·/¼h¼a·/Æ�¼/Í���½ÁÀjÆ�Æ�¾h¶�·�¼a¹`Â	Â�·r¼�¼a½É¹�Æ�ÌT·	¾�¶�»�Ä�¼ÀjÊ;»Å�· Ñ ¾h¶�·6Ï`Ã©ÀjÆ.¼M¾h·	¸�¿�¼�¾�»�Â	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â%¾9ÀjÃ©Ä¦Å�¿�¼a¹`ÀjÆ�¿iÇ/·�¾�¶�·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·�»j½�À�Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã

φ : Zn → Zm Ñ Ò ¶©¿�ÂF¶¡¿�¼d¾�¶�·N¸�¹©º�¸;»V¼�·�»j½�¾�¶�¿�¼�¸©À�¸`·/º/Í!d·�½É»�ºh·�Ä�¿�¼hÂ�¹©¼h¼a¿�Ã�Ð¡¾h¶�·�Â	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â%¾h¿i»VÃ¦»j½.¾�¶©·�¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·�»j½�À�Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã Ñ
Ò ·�Ì�¹©¼a¾�Ð�¿�Å�·.¾h¶�·�Ä�·	Ï©Ã�¿i¾�¿�»�Ã�»j½;¾�¶©·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·�Í&��¿iÃ©Â	·�ÀNÄ�¿�¼�Â	º�·	¾�·.½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã�¿�¼�Ä�·	Ï©Ã�·rÄ
»�Ã©ÆiË�»VÃ�ÐVº�¿�Ä6¸;»�¿�ÃH¾h¼ Ñ ÀjÃ�¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ�¼�¶�»V¹�Æ�Ä�Ê`·NÐV¿iÅV·	Ã�¾�»�Ä�·�Ï`Ã�·1¾�¶�·N¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�·�»�½À�Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃ�ÀV¼§¾�¶�·T¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·�»�½�¿i¾h¼�¿�ÃV¾h·	ºh¸`»VÆ�À�ÃH¾/Í('�¿�¼a¾�»Vº�¿�Â	À�ÆiÆ�Ë¡¾�¶�·/º�·9¶©À�ÅV·
Ä�·/Å�·	Æ�»�¸;·/Ä�¾ Ò »T¾MËH¸;·/¼.»�½'¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ©¼d¿iÃ�¸`ÀjºFÀjÆ�Æi·/Æ*)�»VÃ�·�¿�¼�¸©¿i·rÂ�· Ò ¿�¼�·N¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ
»�Ã�Â�¹�Ê;·/¼�ÀjÃ`Ä¡¾�¶�·T»�¾�¶�·/º§¿�¼�»VÃ�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�·/¼/Í # »Vº�·/Ã©¼a»VÃ�ÀjÃ©Ä,+�Æi¿�Ã�·9¿iÃ ý����- ¸�ºh·/¼�·	ÃH¾�·rÄÀTÂ�¹�Ê;·�.�Ê©ÀV¼a·rÄ�¿�¼�»V¼�¹�ºa½ÈÀVÂ�¿�Ã�Ð Ñ 	0/2143 
-576-8 3�9;: ��� Ò ¶�¿�ÂF¶ Ò »Vº4<�¼d¿�Ã

R3 �= �� Í>!d¶©À�Ã�¿iºFÀjÌ?<À Ñ@�·	Ã�ÐV·	º§À�Ã©ÄA+�ºFÀ Ò Ï`¼�·���¾h·	Ã©Ä�·rÄ�¾�¶�·�Ì�ÀjºFÂF¶�¿iÃ©Ð6Â�¹�Ê;·/¼�¾�»�À�º�Ê©¿�¾hºhÀ�º�Ë�Ä�¿iÌT·/Ã©¼a¿�»�Ã ��ý�B�� Í�§Ã�¾h¶�·�»j¾h¶�·	ºT¶©À�Ã©Ä Ñ +dÀjºhÃ�·	¿�º�» Ñ ��¿�ÆiÅÀ�ÀjÃ©Ä�CNÀj¹�½ÉÌTÀ�ÃÔ¼�¹�Ð�ÐV·/¼a¾�·rÄÓÀ�¼a¿�ÌT¸�Æi·��-.BÊ©ÀV¼a·rÄ¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	¿iÃ©Ð�ÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì Ñ �D��� 14/E3�9;: �F� Ò ¶©¿�ÂF¶ Ò »�ºG<�¼0¿�Ã
R

3 � �2� ÍA@�·	¿�Ð�Æ�·�À�Ã©ÄH!.ÀjÃ;<�¼¸�ºh»�¸;»V¼�·/Ä9ÀN¼a¿�ÌT¸�Æ�·��-.BÊ`À�¼�·/Ä9¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	¿iÃ�ÐNÀ�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì ¾�¶`À¾ Ò »�ºG<�¼&¿iÃ6À�º�Ê�¿i¾�ºFÀjºhË0Ä�¿�ÌT·	ÃI.
¼�¿i»VÃ�À�Ã©Ä�Â	»�Ä�¿iÌT·/Ã©¼a¿�»�Ã ��ý�J�� Í

µ.¶�·d¾ Ò »§¾MË�¸`·r¼&»j½;¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�¿�Ã�Ð1ÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì�¼�¶©À�Å�·dÅ�·/º�ËNÄ�¿iþ;·/º�·/ÃH¾&¸©º�»V¸`·/ºa¾h¿i·r¼	Í���¿iÌK.
¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æ�¿�ÃH¾�·	ºh¸;»�Æ�À¾�¿�»�Ã�¿�¼NÃ©Àj¾�¹�ºFÀjÆ�ÆiË�Ä�·�Ï`Ã�·/Ä�ÀV¼�¾�¶©·6¹�Ã�¿MLH¹�·6Æ�¿iÃ�·rÀjº�¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�ÀjÃH¾0»VÃ�À
¼�¿iÌT¸�Æ�·�� Ñ Ê�¹�¾�Â�¹�Ê�¿�Â�¿�ÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ�»�Ã6À�Â	¹�Ê;·�¿�¼�»�½�¾�·	Ã�ÀjÌ�Ê©¿iÐV¹�»�¹©¼�ÀjÃ©Ä�¼a»0¿�¼�¾�¶�·1Ä�·�½7.¿�Ã�¿�¾h¿i»VÃ�»�½�À�Ã�¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·�Í&µ.¶�¿�¼.¿�¼.Ê;·/Â/Àj¹©¼�·1ÀTÂ	¹�Ê`·�¶©ÀV¼

2n
ÅV·	º�¾�¿�Â�·r¼ Ñ Ò ¶�¿�Æi·NÀ9¼a¿�ÌT¸�Æ�·��¶©ÀV¼

(n + 1)
ÅV·	º�¾�¿�Â�·r¼N¿iÃ

Rn
ÍN$©»�ºN¾h¶�¿�¼�º�·rÀ�¼�»�Ã ÑPO »�ÃH¾hÀ�Ã�¿�À�Ã©ÄH��Â�»Vº�¸©¿iÐVÃ�»¡Ì9»�Ä�¿iÏ©·rÄ¾�¶©·�ÌTÀ�ºhÂF¶©¿iÃ�Ð�Â	¹�Ê`·r¼�À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì,¾�»�ºh·	ÌT»ÅV·�¾h¶�·�ÀjÌ�Ê�¿�Ð�¹�¿i¾MË�»j½�Â	¹�Ê�¿�ÂT¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ

��ý���� À�Ã©Ä%!d¶©ÀjÃ©¿iºFÀjÌ?<À�·	¾�ÀjÆ�¿iÃ�¾h¶�·	¿�º0¸©À�¸`·/º �iý�B�� ·���¾�·	Ã`Ä�·/Ä�¾�¶©·	¿�º0ÌT»�Ä�¿�Ï`Â/À¾h¿i»VÃ©¼�¾�»
ÀjºhÊ�¿i¾�ºFÀjºhË�Ä�¿iÌT·/Ã©¼a¿�»�ÃSÍ�Õ1¿iÅV·	Ã�ÀTÄ�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·1½É¹�Ã©Â%¾h¿i»VÃ¡»�Ã�À9¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ Ð�ºh¿�Ä Ñ ÀjÃ�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�.¿�Ã�Ð�ÀjÆ�Ð�»Vº�¿i¾�¶©Ì Ê©ÀV¼a·rÄ�»VÃ�Â�¹�Ê©¿�ÂN¿�ÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ�¿�¾h·	ºFÀ¾�¿�Å�·/ÆiË�Àj¸�¸©Æi¿�·/¼.¾h»6·/ÀVÂF¶�Ð�ºh¿�Ä¡Â	·	Æ�ÆtÍ
!d¹�¾'½É»�º�À�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�¿�ÀjÆ�¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�¿�Ã�Ð�¾h»�Ê`·�¹`¼a·rÄ Ñ ·/ÀVÂF¶�ÐVº�¿�Ä9Â�·	Æ�Æ©¼�¶�»�¹©Æ�Ä9Ê;·�Ä�·/Â	»�ÌT¸`»H¼a·rÄ¿�ÃV¾h»�¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�·r¼	ÍK��¾N¿�¼�Ã�»�¾Q<HÃ©» Ò Ã�Ë�·	¾ Ò ¶©À¾�¿�¼1¾h¶�·TÌT¿iÃ�¿�Ì�¹©Ì"Ã�¹�Ì�Ê;·	º�»�½d¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼
½É»�º1¾h¶�·6Ä�·/Â	»�ÌT¸;»V¼�¿�¾h¿i»VÃ�»j½.À¡Â�¹�Ê;· �iý�R2� Í O »H¼M¾�»�¸�¾�¿�ÌTÀ�Æ�Ä�·/Â	»�ÌT¸;»V¼�¿�¾h¿i»VÃ�À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì�¼¼�¸�Æi¿i¾�À�Â�¹©Ê`·�¿iÃH¾�»

O(n!)
¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�·r¼ ��ý Ñ B�� ÍH��»�¾h¶�·�¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�¿�ÀjÆd¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	¿iÃ�Ð�¼�¶�»V¹�Æ�Ä¿i¾�·	ºFÀ¾h·

O(n!)
¾h¿iÌT·/¼.ÌT»Vº�·§¾�¶©À�Ã�Â	¹�Ê�¿�Â1¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�¿�Ã�ÐH¼	ÍP��½ Ò ·�Â	»�ÌT¸©À�º�·§¸�º�»VÐ�ºFÀjÌTÌT¿iÃ©Ð

Â�»VÌT¸�Æi·���¿�¾h¿i·r¼ Ñ Ò ·�¼�·	·�¾h¶©À¾�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æ)¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�¿�Ã�Ð0¿�¼�Ì�¹©ÂF¶�¼a¿�ÌT¸�Æi·/º�¾h¶©ÀjÃ�Â�¹�Ê©¿�Â§¿�¼�»S.¼�¹�ºa½ÈÀVÂ�¿�Ã�ÐV¼/Í&�KÃ
R3 Ñ B ¾MË�¸;·/¼.»j½�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·r¼�·���¿�¼a¾d»VÃ�À 3

.K¼�¿iÌT¸�Æ�·�� Ñ Ê�¹�¾ ý�R ¾MË�¸`·r¼d»�Ã�À
3
.KÂ�¹©Ê`· �T �� ÍU�KÃ

R4 Ñ B ¾MË�¸;·/¼�»�½'¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·r¼.·���¿�¼M¾�»VÃ�À 4
.K¼a¿�ÌT¸�Æi·�� Ñ Ê�¹�¾ BVB�B ¾MË�¸;·/¼�»VÃÀ

4
.�Â	¹�Ê`· �iý�B�� ÍW�KÃ

Rn Ñ [n+1
2

] ¾MË�¸`·r¼�»�½�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·r¼�·���¿�¼M¾§»�Ã�À
n
.K¼�¿iÌT¸�Æ�·�� Ñ Ê�¹�¾�¿�¾1¿�¼¶©À�ºhÄ�·	ÅV·	Ã�¾�»�Â�Æ�À�¼h¼a¿i½ÉË�¾h¶�·�¾MË�¸`·r¼.»j½&¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·r¼d»�Ã¡ÀjÃ

n
.�Â	¹�Ê`· ��ý�B�� Í

@�·/¿iÐVÆi·6À�Ã©ÄX!.ÀjÃ<�¼N¸�ºh»�¸;»V¼�·/Ä�À�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æ�¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	¿iÃ©Ð�À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì,¾�¶`À¾ Ò »�ºG<�¼
¿�Ã�À�º�Ê�¿i¾�ºFÀjºhË�Ä�¿�Ì9·/Ã©¼�¿i»VÃ�À�Ã©Ä�Â	»�Ä�¿iÌT·/Ã©¼a¿�»�Ã �iý�J�� ÍK@�·9½É»�Æ�Æi» Ò ·/Ä�¾�¶�·/¿iº�½ÉºFÀjÌT· Ò »Vº4<�¾�»
Ä�·	Ï©Ã�·�¾h¶�·�¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·�»j½0À¦Ä�¿�¼�Â	º�·	¾�·�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃ�À�¼T¾h¶�·�¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�·¡»j½N¿i¾h¼�¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�¿�ÀjÆ
¿�ÃV¾h·	ºh¸`»VÆ�À�ÃH¾/Í Î�¼�¾�¶©·	Ë ¸;»�¿�ÃV¾h·/Ä »�¹�¾¡¿iÃA¾�¶©·	¿�º�¸`Àj¸;·	º �iý�J�� Ñ ¾�¶©·�¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�· Γ

»j½�À

B



Ä�¿�¼�Â	º�·	¾�·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã
φ : Zn → Rm

¿�¼9¾�¶�·/Ã?À�¸�¿�·/Â�· Ò ¿�¼�·�¿iÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�ÃÔ»j½§À�¼a¿�ÌT¸�Æ�·��
ÀjÃ`Ä

m
¶�ËH¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·r¼	ÍY@�·�¿iÃH¾hº�»�Ä�¹©Â	·�ÀÔÃ�· Ò Â�»VÃ©¼M¾hº�¹`Â%¾�¿�»�ÃAÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì »j½

Γ
¾h¶©À¾

Ã�¹�ÌT·	ºh¿�Â/ÀjÆ�ÆiË�Â�»H¼M¾F¼
O(1)

¿iÃ�¾h¿iÌT·�ÀjÃ©Ä¦¼�¸©À�Â	·T½É»�º�·/À�ÂF¶¦¼�¿iÌT¸�Æ�·��ÁÍA�§¹�º�À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì"¿�¼
·���¸�Æ�¿�Â�¿i¾ Ñ Ò ¶�¿�Æ�·§¾h¶©À¾�»�½&@�·	¿�Ð�Æ�·NÀjÃ©ÄZ!.ÀjÃ;<�¼d¿�¼�ºh·/Â�¹©ºh¼�¿iÅV·�Í�KÃ

§2 Ñ ¾h¶�·�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æ�¿�ÃH¾�·	ºh¸;»�Æ�À¾�¿�»�Ã¦À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì"¿�¼0Ê�ºh¿�·�[©Ë�º�·/Å�¿i· Ò ·rÄÁÍ\@ ¿i¾�¶�¾�¶�·
¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æ©Ä�·	Ï©Ã�¿i¾�¿�»�Ã Ñ ¾�¶�·§¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·d»�½ φ : Zn → Rm

¿�¼�ÀN¸�¿�·/Â�· Ò ¿�¼�·�¿�ÃV¾h·	ºF¼a·rÂ%¾h¿i»VÃ9»�½
À6¼�¿iÌT¸�Æ�·���À�Ã©Ä

m
¶�Ë�¸;·	ºh¸�Æ�À�Ã�·/¼�¿iÃ

Rn
Í]�KÃ

§3 Ñ Ò ·0Ð�¿�Å�·0¾�¶�·�¾�ºh¿�À�Ã�Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ¡¾hÀ�Ê�Æi·r¼�»�½¾�¶©·�¿�ÃV¾h·	ºF¼a·rÂ%¾h¿i»VÃ9»�½�À0¼a¿�ÌT¸�Æ�·��6ÀjÃ©Ä�À0¶HË�¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·VÍ�ÎAÂ�»�¹©ÃV¾h¿iÃ©ÐN¾�¶�·/»�ºh·	Ì ¿�¼�¼M¾FÀ¾h·/Ä9¾�»
¸�ºh»Å�·�¾�¶�·�»�¸�¾�¿�ÌTÀ�Æi¿i¾MË6»�½�¾�¶�·�¾hº�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ�¾hÀ�Ê�Æi·r¼	Í^$©º�»VÌ ¾�¶�·1¾hº�¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�À¾�¿�»�Ã6¾hÀjÊ©Æi·r¼ ÑÀjÃ�¿iÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã6»�½�À�¼�¿�Ì9¸©Æi·���À�Ã©Ä�À�Ã�Ë9Ã�¹�Ì�Ê`·/º�»�½S¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·/¼�Â/ÀjÃ�Ê`·�Â�»VÃ©¼M¾hº�¹`Â%¾�·rÄ
À�¼�¾�¶©·�¹�Ã©¿i»VÃ�»j½�¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�·r¼	Í_�KÃ

§4 Ñ »�¹�º1Ì�Àj¿�Ã�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	¿iÃ�Ð�ÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì ¿�¼1¸�ºh·/¼�·	ÃH¾h·/ÄÁÍ
µ�»9Å�¿�¼a¹`ÀjÆ�¿iÇ/·N¿�¾ Ñ ¾�¶�·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·1¿�Ã�¶�¿iÐV¶�Ä�¿iÌT·/Ã©¼a¿�»�Ã¡¿�¼�»j½�¾h·	Ã¡¸�ºh»jÖM·rÂ%¾�·rÄ�Ä�» Ò Ã�¾h» R3 Í�KÃ

§5 Ñ Ò ·�Ä�¿�¼�Â	¹©¼h¼�À�Å�¿�¼�¹©À�Æi¿�Ç/Àj¾�¿�»�Ã�»j½)¾h¶�·�¸�ºh»jÖM·rÂ%¾h·/Ä9¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·�Í`�KÃ §5 Ñ À0Ä�ËVÀVÄ�¿�Â�Ð�ºh¿�Ä¿�¼�¿�ÃV¾hº�»�Ä�¹`Â�·/Ä�¾h»�ºh·/Ä�¹`Â�·�¾�¶©·�Ã�¹�ÌT·	ºh¿�Â/ÀjÆ�Â�»V¼a¾h¼/Ía�KÃ
§6 Ñ ¼�·	ÅV·	ºFÀjÆÁÃ�¹�ÌT·	ºh¿�Â/ÀjÆ�·���ÀjÌT¸�Æ�·/¼Àjºh·1Ð�¿�Å�·	ÃSÍ&�KÃ

§7 Ñ Ò ·N¼�¹�ÌTÌ�Àjºh¿iÇ/·1»V¹�º�ÀjÆ�Ð�»Vº�¿i¾�¶©ÌT¼.À�Ã©Ä�Ä�¿�¼hÂ�¹©¼h¼d½É¹�¾h¹�º�· Ò »�ºG<)Í

b c�´�dfeZg�´�³d´�higÓ¬;�®Pj.¯&e�°ig�h�®�´�°0
@�·�¿�ÃV¾hº�»�Ä�¹`Â�·�¼�»�ÌT·�Ä�·�Ï©Ã©¿�¾h¿i»VÃ©¼�¿�ÃÔÂ	»�ÌT¸�¹�¾FÀ¾h¿i»VÃ©ÀjÆ�Ð�·	»VÌT·�¾�ºhË�¾�»�ºh·	Å�¿�· Ò ¾h¶�·�¼�¿iÌK.
¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æ�¿�ÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ�ÀjÆ�Ð�»Vº�¿i¾�¶�Ì � J Ñ �2� Í0Î�Ã /lk 6m�K������¿�¼§À�¾�ºFÀjÃ©¼�Æ�À¾�¿�»�Ã�»�½�À6ÅV·/Â�¾�»�º¼�¸©À�Â	·�Í�În
-oGp;� 1 p)ÿ / 6q�1¿�¼�À�Ã (n−1)

.�Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿�»�Ã©À�Æ�ÀSr�Ã�·�¼a·	¾�¿iÃ
Rn
Í&Î ¼a·	¾�»j½)¸`»V¿iÃH¾h¼�¿�¼

Â	À�ÆiÆ�·/Ä /lk 6m�	ÿToQ576m�V�Dp;��6q����6;� Ñ ¿i½`¿i¾�¿�¼&À�¾hºhÀ�Ã©¼aÆ�À¾h¿i»VÃ0»j½;À�Æ�¿iÃ©·/ÀjºhÆ�Ë1¿�Ã©Ä�·/¸`·/Ã©Ä�·/ÃV¾�¼�·�¾rÍ�Î�Ã
m
.4�F5 	 p;ÿ��Gs�¿�¼.¾h¶�·�Â�»VÃ�Å�·���¶�¹�ÆiÆS»j½ (m+ 1)

À2r�Ã�·	Æ�Ë�¿�Ã©Ä�·/¸`·/Ã©Ä�·/ÃV¾1¸`»V¿iÃH¾F¼ Ñ Ò ¶©¿�ÂF¶�À�º�·Â	À�ÆiÆ�·/ÄN�2� 1 �t5 3 �F�§»j½;¾�¶�· m .K¼a¿�ÌT¸�Æ�·��ÁÍ�Î�Ã l .K¼a¿�ÌT¸�Æ�·���¿�¼�Â/ÀjÆ�Æi·rÄ�Àau /�3 �§»j½�À m .�¼�¿�Ì9¸©Æi·�� S Ñ¿i½;¿i¾h¼'ÅV·	º�¾�¿�Â�·r¼�À�º�·.ÅV·	º�¾�¿�Â�·/¼&»�½
S
Í&Îv� 1 5 / 6-8 9 ÿ / �*5w�S6 T »j½ D ⊂ Rn

¿�¼'À§Ï©Ã�¿i¾�·§Â�»�Æ�Æ�·/Â%¾h¿i»VÃ
»j½
m
.K¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼d¼a¹©ÂF¶�¾�¶©Àj¾

∪σ∈Tσ = D
À�Ã©Ä

σ1 ∩ σ2
¿�¼d·/Ì9¸�¾MË�»�º.À�Â�»VÌTÌ9»VÃ�½ÈÀ�Â	·§»�½

σ1
À�Ã©Ä

σ2
Ñ ¿�½ σ1, σ2 ∈ T

Í&Î�Ã /xk 6q� 	0/ p�¿�¼d¾h¶�·0Â�»VÌ9¸;»V¼�¿i¾�¿�»�Ã�»�½&À9Æ�¿iÃ©·/Àjº.Ì�Àj¸¡ÀjÃ`Ä
À9¾�ºFÀjÃ`¼aÆ�À¾h¿i»VÃ�Í�Î�Ã

n
. 3�9;: �N¿�¼�¾�¶©·�Ä�¿�º�·rÂ%¾�¸�ºh»�Ä�¹©Â%¾§»j½ n ¿�ÃH¾�·/º�ÅÀjÆ�¼/Í�Înp;�ÿTo2�y�Gp;��¿�¼�¾�¶�·Â�»VÃ�Å�·���¶�¹�Æ�Æ'»j½.À�¼�·�¾N»j½�Ï©Ã�¿i¾�·�¸;»�¿�ÃV¾F¼	Í9µ Ò »¡¼a·	¾h¼�Àjºh· /xk 6q��ÿzo{5M��� 	 � 1 p
I5 3 Ñ ¿�½�¾�¶�·/º�··���¿�¼M¾F¼�À9Ê�¿ ÖM·rÂ%¾h¿iÅV·0À2r�Ã�·�Ì�Àj¸¡Ê`·	¾ Ò ·/·	Ã�¾�¶�·/Ì¡Í

µ.¶�·�¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�¿�ÀjÆ�¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h¿i»VÃ¦¿�¼�ÀjÃ¦»V¸`·/ºhÀj¾�»�º
∧
½Éº�»VÌ Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾�·6½É¹�Ã©Â%¾h¿i»VÃÓ¼�¸©À�Â	·

C(Zn : Rm)
¾�»Ô¾�¶©·�Â	»�ÃH¾�¿�Ã�¹�»�¹`¼6½É¹�Ã`Â%¾�¿�»�Ã�¼�¸©À�Â	·

C(Rn : Rm)
Í|!dË�ÀÔÄ�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·

½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã
φ ∈ C(Zn : Rm) Ñ Ò ·�Ì9·rÀjÃ À�Å�·rÂ%¾h»�º�Å�À�Æi¹©·/Ä ½É¹�Ã`Â%¾�¿�»�Ã�Ä�·	Ï©Ã�·/Ä »�Ã À

¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ Ð�ºh¿�Ä Ñ Ò ¶�¿�ÂF¶�¿�¼�¿�Ä�·/ÃH¾�¿iÏ©·/Ä Ò ¿i¾�¶ Z
n Ê�Ë¡¼�Â/ÀjÆ�¿iÃ©Ð6ÀjÃ©Ä�¾hºhÀ�Ã©¼aÆ�À¾h¿i»VÃ�Í.µS»�Ä�·�Ï©Ã�·¾�¶©·¡¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�¿�ÀjÆ�¿�ÃH¾�·	ºh¸;»�Æ�À¾�¿�»�Ã

∧ Ñ ÀjÃ n .�Â	¹�Ê`·�Ä�·rÂ�»VÌ9¸;»V¼�¿i¾�¿�»�Ã ÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì ¼�¶�»�¹©Æ�ÄÔÊ`·
Ð�¿�Å�·/Ã�Í&@�·NÂF¶�»�»V¼�·�¾h¶�·NÂ	À�Ã�»�Ã�¿�Â	À�ÆmC�¹©¶�Ã6¾hº�¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�À¾�¿�»�Ã�ÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì ¾�»TÄ�·rÂ�»�ÌT¸;»V¼�·§À�Ã
ÃI.KÂ�¹�Ê;·�¿iÃH¾h»6¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼	Í

}�~x� �n�W�W���K�;�x�^�]�>���l�&��l�>�
# ·	¾d¹`¼�Ä�·�Ï©Ã©· Sn

À�¼�¾�¶©·�¼�·�¾�»�½�ÀjÆ�Æ)¸`·/º�Ì�¹�¾hÀj¾�¿�»�Ã©¼d»�½
{1, · · · , n} Ñ ¿BÍ ·VÍ'Ê�¿ ÖM·/Â%¾h¿iÅV·§Ì�À�¸©¼½Éºh»�Ì

{1, · · · , n}
»VÃV¾h»

{1, · · · , n}
Í # ·�¾�¹`¼�Ä�·�Ï`Ã�·N¾�¶©·0¼M¾FÀjÃ©Ä�À�ºhÄ n .KÂ�¹�Ê;· C̄ = [0, 1]n

Í
Õ1¿�Å�·	Ã¡À9¸`·/º�Ì�¹�¾hÀj¾�¿�»�Ã

J ∈ Sn
Ñ Ò ·NÄ�·�Ï`Ã�·0ÀT¼a·	¾ C̄J

ÀV¼

C̄J =
{

x ∈ C̄ | 1 ≥ xJ(1) ≥ · · · ≥ xJ(n) ≥ 0
}

J



µ.¶�·/Ã
C̄J

¿�¼�ÀjÃ¡ÃI.K¼a¿�ÌT¸�Æi·�� Ò ¿i¾�¶�¾�¶�·�½É»VÆiÆ�» Ò ¿�Ã�Ð�ÅV·	º�¾�¿�Â�·r¼

v̄0 = (0, · · · , 0)
v̄1 = v̄0 + eJ(1)ÍÍÍ
v̄n = v̄n−1 + eJ(n)

ek

¿�¼�¾�¶�·
k
.t¾h¶�Â	ÀjÃ©»�Ã�¿�Â	À�Æ�Ê©À�¼�·N»j½

Rn
Í
C̄ = ∪J∈Sn

C̄J
Ñ Ê;·/Â/Àj¹©¼�·�½É»�º1ÀjÃ�Ë x ∈ C̄ Ñ¾�¶©·	ºh·�¿�¼�À�¸;·	ºhÌ�¹�¾FÀ¾h¿i»VÃ

J
¼�¹©ÂF¶�¾h¶©À¾

xJ(1) ≥ · · · ≥ xJ(n)

ÍK��¿iÃ©Â	·
|Sn| = n! Ñ C̄ ¿�¼

¾�¶©·N¹�Ã�¿�»�Ã�»j½
n!
¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼	Í

Î Ð�·/Ã�·	ºFÀjÆ
n
.KÂ�¹�Ê;·

C = [a1, b1] × · · · × [an, bn]
¿�¼�À2r�Ã�·/ÆiË�¿�¼�»�ÌT»�ºh¸�¶�¿�Â6¾h»

C̄¹�Ã©Ä�·	º�À�Ã�À2r�Ã�·�ÌTÀ�¸
f : C̄ → C

¼�¹©ÂF¶�¾h¶©À¾
f(x) =

(

x1−a1

b1−a1
, · · · , xn−an

bn−an

) Í�µ.¶�·
Ä�·rÂ�»�ÌT¸;»V¼�¿�¾h¿i»VÃ

C̄ = ∪J∈Sn
C̄J

¿�¼�¸©º�·r¼a·/º�ÅV·/Ä�¾�»0Ê;·§À�Ä�·/Â	»�ÌT¸`»H¼a¿i¾�¿�»�ÃT»�½`+Ô¹©Ã©Ä�·	º�¾�¶�·
À2r�Ã�·NÌ�À�¸

f
)
C = f−1

(

C̄
)

= ∪J∈Sn
f−1

(

C̄J

) Í # ·�¾�¹`¼�Ä�·/Ã�»j¾h·N¾�¶�·9¼a·	¾ f−1
(

C̄J

)

À�¼
CJ

Í�µ.¶©·	Ã
CJ

¿�¼�À�Ã
n
.K¼a¿�ÌT¸�Æ�·�� Ò ¿i¾�¶�¾�¶©·�½É»�Æ�Æi» Ò ¿�Ã�ÐTÅ�·/ºa¾h¿�Â	·/¼/Í

v0 = (a1, · · · , an)
v1 = v0 + (bJ(1) − aJ(1)) · eJ(1)ÍÍÍ
vn = vn−1 + (bJ(n) − aJ(n)) · eJ(n)

Õ1¿iÅV·	Ã�À�¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ,Ð�ºh¿�Ä¡»VÃ
Rn Ñ Ò ·0¿�Ä�·	ÃH¾�¿i½ÉË¡¾�¶�·9Ð�ºh¿�Ä�À�¼ Zn

Ê�Ë�¾hºhÀ�Ã©¼�Æ�Àj¾�¿�»�Ã�ÀjÃ`Ä
¼hÂ	ÀjÆ�¿�Ã�Ð©ÍP@�·1Ä�·�Ï©Ã©·§ÀNÐVº�¿�Ä�Â�·/ÆiÆ

Ca = {x ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ ai + 1}
½É»Vº�·/ÀVÂF¶

a ∈ Zn Ñ
Ò ¶�¿�ÂF¶T¿�¼�À�Ã n .KÂ�¹©Ê`·VÍP��ÀVÂF¶TÐ�ºh¿�ÄTÂ�·/ÆiÆ Ca

¿�¼�Ä�·rÂ�»�ÌT¸;»V¼�·/Ä�¿iÃH¾h»
n!
¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼

Ca
J

Í&µ.¶�·/Ã
Ò ·1¶`À�Å�·§¾�¶�·�½É»VÆiÆ�» Ò ¿iÃ©ÐTÄ�·/Â�»VÌT¸`»H¼a¿i¾�¿�»�Ã�»j½

Rn
¿�ÃH¾�»

n
.�¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�·r¼�)

R
n = ∪a∈ZnCa = ∪a∈Zn ∪J∈Sn

Ca
J

$�¹©ºa¾h¶�·	ºhÌT»�ºh· Ñ ÀN¼�·�¾d»j½ n .K¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼ {Ca
J | a ∈ Zn, J ∈ Sn}

¿�¼�ÀN¾�ºh¿�À�Ã�Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃT»j½
RnÀjÃ`Ä�Â/ÀjÆ�Æi·rÄ6¾h¶�·(� 9 
-6�� 1 5 / 6-8 9 ÿ / �*5w�S6 � J2� Í

}�~*} �V�U�I����Q�U�l�&��l�>�|�A��a�q�`���]��
Õ1¿�Å�·	ÃÔÀ�Ä�¿�¼�Â	º�·	¾�·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã

φ : Zn → Rm Ñ ¿�¾F¼�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�¿�ÀjÆ.¿iÃH¾h·	ºh¸`»VÆ�À�ÃV¾ φ̂ : Rn →
Rm

¿�¼0¸©¿i·rÂ�· Ò ¿�¼�·�Ä�·�Ï`Ã�·/Ä¦»VÃ¦·/ÀVÂF¶�¼�¿�Ì9¸©Æi·�� Ca
J

¿�Ã¦¾�¶©·�C�¹�¶�Ã¦¾hº�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ�Í\�KÃ�À
¼�¿iÌT¸�Æ�·��

Ca
J = conv[v0, · · · , vn] Ñ φ̂ |Ca

J

¿�¼�Ä�·	Ï©Ã�·rÄ�ÀV¼�¾�¶�·NÆ�¿iÃ©·/Àjº�¿�ÃH¾�·/º�¸;»�Æ�ÀjÃH¾�»j½
φ
À¾

{v0, · · · , vn}
ÍW@ ¿i¾�¶�¾�¶�·�Ê©ÀjºhË�Â�·	ÃH¾hº�¿�ÂNÂ�»�»�ºFÄ�¿�Ã©À¾h·/¼

λ = (λ0, · · · , λn)
¼/Í ¾/Í

λi ≥ 0, ∀iÀjÃ`Ä ∑n

i=0 λi = 1 Ñ φ̂ ¿�¼�Ä�·�Ï`Ã�·/Ä¡À�¼

φ̂

(

n
∑

i=0

λivi

)

=

n
∑

i=0

λiφ(vi)

@ ¿�¾h¶�¾h¶�·�¼M¾FÀjÃ©Ä�À�ºhÄ�Â�»�»�ºFÄ�¿�Ã©À¾h·/¼ Ñ ¾h¶�·	ºh·�¿�¼.À0¸�ºFÀ�Â�¾�¿�Â	ÀjÆ;¸�ºh»�Â�·/Ä�¹�º�·�¾�»�·	ÅÀjÆ�¹©À¾h· φ̂ ÑÀ�¼&Ä�·r¼�Â	º�¿�Ê;·/Ä�ÊHËiC�¹©¶�Ã � �2� Í&@�·�ÀV¼�¼�¹�ÌT·�¾h¶©À¾&¾h¶�·.¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ Ð�ºh¿�Ä�¿�¼
Z

n
Í�µ.¶�·d½É»VÆiÆ�» Ò ¿iÃ©Ð

¸�ºh»�Â�·/Ä�¹�º�·0Â/ÀjÃ�Ê;·�Àj¸©¸�Æi¿�·/Ä�¾h»�À�ÐV·	Ã�·/ºhÀ�Æ�¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ ÐVº�¿�Ä�Ê�Ë�¾hºhÀ�Ã©¼aÆ�À¾h¿i»VÃ�ÀjÃ©Ä�¼hÂ	À�Æi¿�Ã�Ð©Í

R



Õ1¿�Å�·	Ã
x ∈ Rn Ñ a ∈ Zn

¿�¼�Ä�·�Ï©Ã©·/Ä�ÀV¼
ai = [xi] ∀i

Ñ ÀjÃ`Ä y ∈ [0, 1]n
À�¼
y = x − a

Í
# ·	¾ J Ê;·0À�¸;·	ºhÌ�¹�¾hÀ¾h¿i»VÃ�»�½ {1, · · · , n} ¼�¹©ÂF¶�¾�¶©Àj¾ yJ(1) ≥ · · · ≥ yJ(n)

Ñ ¾h¶�·	Ã

φ̂(x) =
(

1 − yJ(1)

)

· φ (a)
+

(

yJ(1) − yJ(2)

)

· φ
(

a+ eJ(1)

)

ÍÍÍ
+

(

yJ(n−1) − yJ(n)

)

· φ
(

a+ eJ(1) + · · · + eJ(n−1)

)

+
(

yJ(n)

)

· φ
(

a+ eJ(1) + · · · + eJ(n−1) + eJ(n)

)

��½
φ
¿�¼�¼�Â/ÀjÆ�Àjº.ÅÀjÆ�¹�·/Ä Ñ ∇φ̂ »�Ã�¾�¶�·0¼�¿�Ì9¸©Æi·�� Ca

J

¿�¼.·rÀ�¼�¿iÆ�Ë�Â	À�Æ�Â	¹�Æ�À¾�·rÄ�ÀV¼

∇φ̂J(1) = φ(v1)−φ(v0)
bJ(1)−aJ(1)

∇φ̂J(2) = φ(v2)−φ(v1)
bJ(2)−aJ(2)ÍÍÍ

∇φ̂J(n) = φ(vn)−φ(vn−1)
bJ(n)−aJ(n)

� ý��

��» Ò Ñ Ò ·�¼�¶�» Ò ¾�¶©Àj¾�¾�¶©·�¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æj¿iÃH¾h·	ºh¸`»VÆ�Àj¾�¿�»�Ã�»�¸;·	ºFÀ¾h»�º ∧ ¿�¼SÀjÃN»�¸;·	ºFÀ¾h»�º;½Éºh»�ÌÄ�¿�¼�Â	º�·	¾�·�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃ�¼�¸©À�Â	·
C(Zn : Rm)

¿�ÃH¾�»9Â�»�ÃH¾h¿iÃ�¹�»V¹©¼�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃ�¼a¸`À�Â�·
C(Rn : Rm)

Í

�i�&�- ;¡2�-¢¤£�¥w¦
φ̂ : Rn → Rm

5M� /�3 �26§�*576 9 � 9 �^u 9 6 3 �*5w�S6m¨
© ¡2 � mª

φ̂
¿�¼�Â	»�ÃH¾�¿�Ã�¹�»�¹`¼�»�Ã�¾�¶©·6¿iÃH¾h·	ºh¿i»Vº0»j½

Ca
J
Ñ Ê;·/Â	À�¹©¼�·�¿�¾�¿�¼�À�¸`»VÆiË�Ã�»VÌ9¿�ÀjÆBÍ��§Ã

Ca
J ∩ Ca′

J′

Ñ φ̂ ¶©À�¼9¾ Ò »�¸`»H¼�¼�¿�Ê�Æi·�Ä�·	Ï©Ã�¿i¾�¿�»�Ã©¼ φ̂ |Ca
J

ÀjÃ©Ä
φ̂ |

Ca′

J′

Í«��¿�Ã©Â	·
{Ca

J}
¿�¼�À

¾�ºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã Ñ Ca
J ∩ Ca′

J′

¿�¼�À�Â	»�ÌTÌT»�Ã ½ÈÀVÂ�·�»�½
Ca

J

ÀjÃ©Ä
Ca′

J′

Í¬��Å�·/º�ËÔ½ÈÀ�Â	·�»�½NÀ
¼�¿iÌT¸�Æ�·��Ó¿�¼6À�Æ�¼�»¦À�¼�¿�Ì9¸©Æi·��Ô»j½�Æ�» Ò ·/ºTÄ�¿iÌT·	Ã`¼a¿�»�Ã�Ín��¿iÃ`Â�·¡¾�¶©·	ºh·�¿�¼�»VÃ�ÆiËÓ»�Ã�·�Æ�¿iÃ©·/Àjº
¿�ÃV¾h·	ºh¸`»VÆ�À�ÃH¾.»VÃ�ÀT¼�¿iÌT¸�Æ�·�� Ñ ¾h¶�·1¾ Ò »�Ä�·	Ï©Ã�¿i¾�¿�»�Ã©¼�Ì�¹©¼a¾�Ê`·�¾h¶�·N¼�À�ÌT·�Í �

��» Ò Ñ Ò ·�Ä�·	Ï©Ã�·�¾�¶�·9¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	· Γ
»�½�À�Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾�·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã

φ : Zn → Rm
À�¼�¾�¶�·

¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·0»j½�¿i¾h¼�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�¿�ÀjÆ�¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�ÀjÃH¾
φ̂ : Rn → Rm

Í_@�·�ÀV¼�¼�¹�ÌT·0¾h¶©À¾
Γ
¿�¼§¾�¶�·

Ç	·/º�»9¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·§»�½
φ̂ Ò ¿�¾h¶�»�¹�¾�Æi»H¼a¿�Ã�Ð9Ð�·	Ã©·	ºFÀjÆ�¿�¾MËVÍ�!dË�¾h¶�¿�¼�¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	¿�À�Æ�Ä�·�Ï©Ã©¿�¾h¿i»VÃ Ñ

Γ =
{

x ∈ Rn | φ̂(x) = 0
}

= ∪a∈Zn ∪J∈Sn

{

x ∈ Ca
J | φ̂(x) = 0

}

= ∪a∈Zn ∪J∈Sn

[

Ca
J ∩

{

φ̂1 |Ca
J
= 0
}

∩ · · · ∩
{

φ̂m |Ca
J
= 0
}]

��¿�Ã©Â�·§·/À�ÂF¶�Â�»�ÌT¸;»�Ã�·/ÃH¾
φ̂i

»�½
φ̂
¿�¼dÀNÏ©ºF¼a¾�»�ºFÄ�·	º�¸`»VÆiË�Ã�»VÌT¿�À�Æ©»�Ã�·/À�ÂF¶

Ca
J
Ñ ¾h¶�·§¼�·�¾

{

φ̂i |Ca
J
= 0
} ¿�¼�ÐV·	»VÌ9·	¾�ºh¿�Â/ÀjÆ�ÆiË6À9¶�Ë�¸`·/º�¸©Æ�À�Ã�· Ñ À�Ã©Ä Γ

¿�¼�ÀT¸�¿�·/Â	· Ò ¿�¼a·�¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ�»�½
À�¼�¿�Ì9¸©Æi·���À�Ã©Ä

m
¶�ËH¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·r¼	Í

Γ Ò ¿�ÆiÆ�Ê;·�¸�¿�·/Â	· Ò ¿�¼a·�Â�»�Ã`¼M¾hº�¹©Â�¾�·rÄ�À�¼�¾�¶�·9¹�Ã�¿�»�Ã�»�½
(n−m)

.K¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼.¿�Ã
§4
Í^!d·�½É»Vº�·NÂ�»VÃ©¼a¾�ºh¹©Â%¾h¿iÃ�Ð9¾h¶�·

Γ Ñ ¾h¶�·NÃ�·���¾�¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�¿iÃH¾�ºh»�Ä�¹©Â	·/¼À�¾�ºh¿�À�Ã�Ð�¹©Æ�Àj¾�¿�»�Ã�À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì »j½�¾�¶©·N¿iÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�»j½&À9¼�¿�Ì9¸©Æi·���ÀjÃ`Ä�À9¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·�Í

�



 ¬)�®Pj.¯�®`j�³�®�´�°0 °i¯°h±cT´�dfeNg�j�²³h0�±´h¶µ¸·?eEj.¯&eNg�h�\j

# ·	¾SÀjÃ n .K¼a¿�ÌT¸�Æi·�� S = conv [v1, · · · , vn+1]
À�Ã©Ä�À.¶�ËH¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·

H = {x ∈ Rn | ψ(x) = 0}Ê;·NÐ�¿�Å�·	Ã Ò ¿i¾�¶�À�Ï©ºF¼M¾�»VºhÄ�·/º�¸`»VÆiË�Ã�»VÌT¿�À�Æ ψ : Rn → R
Í # ·�¾�¹©¼�Ï©ºh¼a¾�À�¼h¼�¹�ÌT·§¾h¶©À¾ HÄ�»�·/¼§Ã�»�¾§¿�Ã©Â�Æ�¹©Ä�·�¾�¶�·9Å�·/ºa¾h¿�Â	·/¼§»j½

S Ñ ¿BÍ ·VÍ ψ(vi) 6= 0, ∀i
Í�µ.¶�¿�¼�ÀV¼�¼�¹�ÌT¸�¾�¿�»�Ã Ò ¿iÆ�Æ&Ê`·

ºh·	ÌT»Å�·rÄ�Æ�À¾h·	º�¿iÃ�¾h¶�¿�¼d¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�Í&µ.¶�·/Ã
S ∩H

¿�¼dÀN¸`»VÆiËH¾h»�¸;· Ò ¿i¾�¶�ÅV·	º�¾�¿�Â�·r¼ vij
Ñ Ò ¶©·	ºh·

vij +
ψ(vi)

ψ(vi) − ψ(vj)
· vj −

ψ(vj)

ψ(vi) − ψ(vj)
· vi,

¿i½
ψ(vi) < 0, ψ(vj) > 0

� B��

vij

¿�¼�¾�¶©·�¿�ÃH¾�·	ºh¸;»�Æ�À¾�¿�»�Ã�¸`»V¿iÃH¾�Ê`·	¾ Ò ·/·	Ã vi

ÀjÃ`Ä
vj

¼�¹©ÂF¶�¾h¶©À¾
ψ(vij) = 0

ÍNµ.¶�·
¿�ÃV¾h·	ºF¼a·rÂ%¾h¿i»VÃ

S ∩ H
¿�¼�¼�À�¿�ÄÔ¾h»�Ê`·�¾MËH¸;·

(p, q) Ñ ¿i½ ψ(vi) < 0
½É»�º

p
ÅV·	º�¾�¿�Â�·r¼�ÀjÃ©Ä

ψ(vj) > 0
½É»Vº

q
Å�·	º�¾�¿�Â�·r¼	Í&��¾�¿�¼ Ò »�º�¾�¶TÃ�»j¾h¿iÃ©Ð�¾�¶©Àj¾�ÀjÆ�Æ©¼�·/Â%¾h¿i»VÃ©¼'»�½`¾h¶�·�¼hÀjÌT·.¾MËH¸;·�À�º�·

¿�¼a»VÌ9»Vº�¸©¶�¿�Â1¾h»6·/ÀVÂF¶�»j¾h¶�·	º � R2� ÍW'�·	Ã©Â	·�ÀT¾�ºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã¡»j½�»VÃ�·�¼�¸`·rÂ�¿iÏ`ÂN¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ
»j½§¾MË�¸`·

(p, q)
Â	À�ÃÔÊ;·�Àj¸�¸�Æ�¿�·/ÄÓ¾�»�¾�¶�·¡¾hº�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃÓ»j½�ÀjÃ�Ë¦¿�ÃV¾h·	ºF¼a·rÂ%¾h¿i»VÃÓ»j½§¾MË�¸`·

(p, q)
Í9Î�Ã�¿iÃH¾h·	ºF¼a·rÂ%¾�¿�»�Ã�»j½�¾MË�¸;·

(p, q)
¿�¼�Ã©À¾h¹�ºFÀjÆ�ÆiË¡¿�¼a»VÌ9»Vº�¸©¶�¿�Â0¾�»�ÀjÃ�¿iÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã

»j½�¾MË�¸`·
(q, p) Ñ Ê;·/Â	À�¹©¼�· {ψ = 0} = {−ψ = 0}

Í���¿�Ã©Â�·
H
¿�¼�À�¼h¼a¹�ÌT·rÄ�Ã�»�¾�¾�»�¸©ÀV¼�¼

¾�¶©º�»V¹�Ð�¶9ÀjÃ�Ë�Å�·	º�¾�·��0»j½
S Ñ p+q = n+1

À�Ã©Ä�¾�¶�·/º�·d·���¿�¼M¾ [n+1
2

] ¾MË�¸`·r¼�»�½`¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ
Ê;·�¾ Ò ·	·	Ã S ÀjÃ©Ä H Í�KÃ�¾h¶�¿�¼N¼a·rÂ%¾�¿�»�Ã Ñ ¾�ºh¿�À�Ã�Ð�¹©Æ�Àj¾�¿�»�Ã�¾FÀjÊ�Æ�·/¼1»�½�¾�¶©·9¿�ÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�À�º�·9¸�ºh·/¼�·	ÃH¾�·rÄ�¹�¸�¾�»Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿i»VÃ Ï©Å�·VÍ µSºh¿�À�Ã�Ð�¹©Æ�Àj¾�¿�»�ÃÔ¾hÀjÊ©Æi·r¼6»j½�¾ Ò »�ÀjÃ©Ä?¾h¶�ºh·	·�Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿�»�Ã©¼�Àjºh·�·/À�¼�¿�ÆiË
Ð�·/Ã�·	ºFÀ¾h·/Ä�Ê�Ë0¾�¶©·�½É»�Æ�Æi» Ò ¿�Ã�Ð�Ï©ÐV¹�ºh·/¼/Í v1, · · · , vn+1

Àjºh·�Å�·/ºa¾h¿�Â	·/¼&»�½
S
À�Ã©Ä

w1, · · · , wnÀjºh·1Å�·	º�¾�¿�Â�·r¼.»j½&À9¼�¿�Ì9¸©Æi·���¿�Ã�¾h¶�·�¾�ºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã�»j½
S ∩H

Í

$�¿�Ð�¹�ºh· ý�¹ �KÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�»�½&À B .�¼�¿iÌT¸�Æ�·���ÀjÃ©Ä�À9¶HË�¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·

v1 v2 v3 w1 w2

− − º v13 v23

µ�ÀjÊ�Æ�· ýV¹ µ�º�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ0»j½`¾�¶�·�¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ�Ê;·�¾ Ò ·	·/Ã9À B .K¼a¿�ÌT¸�Æ�·���ÀjÃ`Ä�À1¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·

»



$�¿iÐV¹�ºh· B¹ �KÃV¾h·	ºF¼a·rÂ%¾h¿i»VÃ©¼.»j½&À J .�¼�¿�Ì9¸©Æi·���ÀjÃ©Ä�ÀT¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·

v1 v2 v3 v4 w1 w2 w3

− − − º v14 v24 v34
− − º º v13 v23 v14

v14 v23 v24

µ�ÀjÊ�Æ�· B¹ µ�º�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ0»j½`¾�¶�·�¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ�Ê;·�¾ Ò ·	·/Ã9À J .K¼a¿�ÌT¸�Æ�·���ÀjÃ`Ä�À1¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·
µSºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã¡¾FÀjÊ�Æ�·/¼1»j½'½É»V¹�º�ÀjÃ©Ä�Ï©Å�·9Ä�¿iÌT·/Ã©¼a¿�»�Ã`¼§À�º�·�Ð�·	Ã©·	ºFÀ¾�·rÄ¡Ê�Ë�Àj¸�¸�Æ�Ë�¿iÃ©Ð

¾�¶©·_¼§·	Æ�Àj¹�Ã`À�ËT¾�ºh¿�À�Ã�Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ � »�� ¾�»TÀ�¼�¸`·rÂ�¿iÏ`Â�¼a·rÂ%¾h¿i»VÃ6»j½S·rÀ�ÂF¶�¾MËH¸;·�Í^'�¿iÐV¶�·	º�Ä�¿�ÌT·	ÃI.
¼�¿i»VÃ©ÀjÆ;¾hÀ�Ê�Æ�·/¼�Â/ÀjÃ�Ê`·0À�Æ�¼�»�ÐV·	Ã�·/ºhÀj¾�·rÄ�¿�Ã�¼�¹©ÂF¶�À Ò À�ËVÍ

v1 v2 v3 v4 v5 w1 w2 w3 w4

− − − − º v15 v25 v35 v45
− − − º º v14 v15 v34 v24

v15 v24 v25 v34
v15 v25 v35 v34

µ�ÀjÊ�Æ�· J;¹ µ�º�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ0»j½`¾�¶�·�¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ�Ê;·�¾ Ò ·	·/Ã9À R .K¼a¿�ÌT¸�Æ�·���ÀjÃ`Ä�À1¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·

 



v1 v2 v3 v4 v5 v6 w1 w2 w3 w4 w5

− − − − − º v16 v26 v36 v56 v46
− − − − º º v15 v16 v25 v45 v35

v16 v25 v26 v35 v45
v16 v26 v35 v45 v36
v16 v26 v36 v45 v46

− − − º º º v14 v15 v16 v36 v25
v14 v15 v25 v36 v35
v14 v16 v25 v26 v36
v14 v24 v25 v34 v26
v14 v25 v26 v36 v34
v14 v25 v34 v36 v35

µ�ÀjÊ�Æ�· R§¹ µ�º�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ0»j½`¾�¶�·�¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ�Ê;·�¾ Ò ·	·/Ã9À � .K¼a¿�ÌT¸�Æ�·���ÀjÃ`Ä�À1¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·
@�·T¼�¶�» Ò ¾�¶©Àj¾§¾h¶�·�¸�ºh·/Â	·/Ä�¿�Ã�Ð�¾hÀjÊ©Æi·r¼§À�º�·0»V¸�¾�¿�Ì�ÀjÆ�¿iÃ�À6¼�·	Ã©¼�·0¾h¶©À¾1¾�¶�·�Ã�¹�Ì�Ê;·	º

»j½�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�·/¼�¿�Ã6·/ÀVÂF¶T¾�ºh¿�À�Ã�Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ�Â	ÀjÃ�Ã�»j¾�Ê;·�ºh·/Ä�¹©Â�·rÄÁÍ^$�¿�ºF¼M¾ Ò ·WLH¹�»�¾�·�À0¾�¶�·/»�ºh·	Ì
¿�ÃZ'§Àj¿�Ì�ÀjÃ�½ ¼.¸©Àj¸;·	º ��ýF� Ñ ¾�¶©·	Ã¡»�¹�º�¼a¾hÀj¾�·/Ì9·/ÃH¾d½É»VÆiÆ�» Ò ¼�À�¼�ÀTÂ	»�ºh»�Æ�Æ�À�º�ËVÍ
�i�&�- ;¡2�-¢¿¾`¥w¦ÁÀ ���

∆k
: � /ÃÂSÄ �F5 	 p)ÿ��4s / 6m� ∆l

/ ÿ Ä �F5 	 p)ÿ��GsÅ¨ÇÆ���� 1 oN� 1 5 / 6Å8 9 ÿ / �t5w�26
�lu

∆k × ∆l
9 �����i�4s /�3 �BÿTo (k+l)!

k!l!

�F5 	 p)ÿT5 3 �F��¨
© ¡2 � mª ��¿iÃ`Â�·1·	Å�·/º�ËK<Å.�¼�¿�Ì9¸©Æi·��9¿�¼.À2r�Ã�·	Æ�ËT¿�¼�»�ÌT»Vº�¸�¶©¿�Â.¾h»�À�ÃHË9»j¾h¶�·	º Ñ Æi·	¾�¹©¼d¸�¿�ÂÈ<9¾�¶�·¼a¾hÀjÃ`Ä�ÀjºFÄ%<Å.�¼�¿�Ì9¸©Æi·�� Ò ¿�¾h¶?ÅV·	º�¾�¿�Â�·r¼ e1, e2, · · · , ek+1 ∈ Rk+1.

��Å�·/º�Ë�¼�¿�Ì9¸©Æi·��Ó»j½§À
¾�ºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã�»�½

∆k × ∆l

¶©ÀV¼�¾h¶�·9Å�»�Æ�¹�ÌT· 1
k!l!

Í(��¿iÃ`Â�·�¾�¶�·9Å�»VÆi¹�ÌT·9»j½
∆k × ∆l

¿�¼
1

(k+l)!
Ñ ·	ÅV·	ºhË�¾hº�¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�À¾�¿�»�Ã�»j½ ∆k × ∆l

¹`¼a·r¼�·���ÀVÂ%¾hÆiË (k+l)!
k!l!

¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�·/¼/ÍN¼a·/· ��ý�� ½É»�º
Ä�·	¾hÀj¿�Æ�¼	Í

�

É  ;¡2 mÊwÊ*ËI¡�Ì�¾�¥7£ Æ���� 1 oW� 1 5 / 6-8 9 ÿ / �t5w�26Ã�lu (p, q) Ä �toGp�>��� 3 �t5w�26 9 ���F�U�Gs /�3 �tÿzo (p+q−2)!
(p−1)!(q−1)!�F5 	 p)ÿT5 3 �F��¨

© ¡2 � mª ��¿iÃ`Â�·�ÀjÆ�Æ)¼�·/Â�¾�¿�»�Ã©¼d»�½�¾�¶�·N¼hÀjÌT·�¾MË�¸;·NÀjºh·�¿�¼a»VÌ9»Vº�¸©¶�¿�Â�¾�»9·/ÀVÂF¶�»j¾h¶�·	º Ñ Ò ·1Â	À�ÃÂF¶�»�»V¼�·6À�¼�¸`·rÂ�¿iÏ`Â�¼�·/Â�¾�¿�»�Ã¦»�½
(p, q)

.B¾MËH¸;·�Í # ·�¾TÀ�¼�¿iÌT¸�Æ�·�� S = conv [v1, · · · , vp+q ]ÀjÃ`Ä�À9¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·
H = {ψ(x) = 0}

Ê;·NÐ�¿�Å�·/Ã�¼�¹©ÂF¶�¾�¶©Àj¾

ψ(v1) = · · · = ψ(vp) = −1
ψ(vp+1) = · · · = ψ(vp+q) = 1

@ ¿�¾h¶¡¾�¶�·NÊ`ÀjºhË�Â	·	ÃH¾�ºh¿�Â§Â	»H»VºhÄ�¿iÃ©Àj¾�·r¼
x (λ1, · · · , λp+q) =

∑p+q

k=1 λkvk
Ñ

ψ (x(λ)) = ψ
(

∑p+q

k=1 λkvk

)

=
∑p+q

k=1 λkψ(vk)

=
∑p+q

j=p+1 λj −
∑p

i=1 λi

H Ñ S Ñ ÀjÃ`Ä H∩S
À�º�·.ÀjÆ�Ð�·/Ê�ºFÀj¿�Â	ÀjÆ�Æ�Ë§·���¸©º�·r¼�¼�·/Ä Ò ¿�¾h¶�¾h¶�·.Ê©ÀjºhË�Â�·	ÃH¾hº�¿�Â�Â	»�»�ºFÄ�¿iÃ`À¾�·r¼	Í

x(λ) ∈ H ⇔
∑p

i=1 λi =
∑p+q

j=p+1 λj

x(λ) ∈ S ⇔
∑p+q

k=1 λk = 1, λk ≥ 0

x(λ) ∈ S ∩H ⇔
∑p

i=1 λi =
∑p+q

i=p+1 λj = 1
2 , λi, λj ≥ 0

�



��¿�Ã©Â�·0Â	»H»VºhÄ�¿iÃ©Àj¾�·r¼
λi

À�Ã©Ä
λj

Àjºh·�Ä�·/Â�»V¹�¸�Æ�·/Ä�¿iÃ�¾h¶�·N·���¸�ºh·/¼h¼a¿�»�Ã�»j½
S ∩H Ñ

S ∩H '
{

(λ1, · · · , λp) |
∑p

i=1 λi = 1
2 , λi ≥ 0

}

×
{

(λp+1, · · · , λp+q) |
∑p+q

j=p+1 λj = 1
2 , λj ≥ 0

}

'�·/Ã©Â�·
S ∩ H

¿�¼§¿�¼�»�ÌT»Vº�¸�¶©¿�Â�¾h»
∆p−1 × ∆q−1

ÍQ!dË�¾�¶�·�¾�¶�·/»�ºh·	Ì,ÀjÊ;»Å�· Ñ ·/Å�·/º�Ë
¾�ºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã�»j½

S ∩H
¼a¶©»�¹�Æ�Ä�¹`¼a· (p+q−2)!

(p−1)!(q−1)!

¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�·/¼/Í
�

!dË§¾h¶�·�¾hº�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ§¾FÀjÊ�Æ�·/¼ Ñ Ò ·�Â	ÀjÃ�Â�»�Ã`¼M¾hº�¹©Â�¾�¾�¶©·�¿�ÃV¾h·	ºF¼a·rÂ%¾h¿i»VÃN»j½�ÀjÃ n .K¼�¿iÌT¸�Æ�·��ÀjÃ`Ä¦À�¶�ËH¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·�À�¼�¾h¶�·�¹�Ã©¿i»VÃ¦»j½
(n − 1)

.K¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼	Í�'�·	ºh·6¿�¼0¾�¶�·�Â�»VÃ©¼M¾hº�¹`Â%¾�¿�»�Ã
¸�ºh»�Â�·/Ä�¹�º�·VÍ§Õ1¿�Å�·	Ã�À�Ã

n
.K¼a¿�ÌT¸�Æi·��

S = conv [v1, · · · , vn+1]
À�Ã©Ä�À�¶HË�¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·

H =
{ψ = 0} Ñ ¼�¿iÐVÃ�¹�Ì�¼.»j½ ψ(v1), · · · , ψ(vn+1)

Àjºh·�Â	»�¹�ÃH¾h·/ÄÁÍ^��½&¾�¶©·	ºh·0Àjºh·§ÌT»�ºh·N¸;»V¼�¿�¾h¿iÅV·
¼�¿iÐVÃH¹©ÌT¼�¾h¶©ÀjÃTÃ�·/ÐVÀj¾�¿�Å�· Ñ ψ ¿�¼�¿iÃ�Å�·/ºa¾h·/Ä\) ψ = −ψ

Í # ·�¾ p Ê;·�¾h¶�·�Ã�¹�Ì�Ê;·	º�»�½;Ã©·	ÐVÀj¾�¿�Å�·¼�¿iÐVÃH¹©ÌT¼�ÀjÃ©Ä
q
Ê`·�¾�¶�·�Ã�¹�Ì�Ê;·	º�»j½�¸;»V¼�¿i¾�¿�Å�· Ñ ¾h¶�·	Ã S ∩ H

¿�¼�ÀjÃ ¿iÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã »�½
¾MË�¸`·

(p, q)
Í µ.¶�·�ÅV·	º�¾�¿�Â�·/¼6»j½

S
Àjºh·�º�·/»�ºFÄ�·	ºh·/Ä?¼a¹`ÂF¶ ¾�¶©Àj¾

ψ(v1), · · · , ψ(vp) < 0ÀjÃ`Ä
ψ(vp+1), · · · , ψ(vn+1) > 0

Í{�KÃH¾h·	ºh¸`»VÆ�Àj¾�¿�»�Ã�¸`»V¿iÃH¾F¼
vij

� BV� Àjºh·�Â/ÀjÆ�Â�¹�Æ�À¾h·/Ä�½É»�º
i = 1, · · · , p

ÀjÃ©Ä
j = p + 1, · · · , n + 1

ÍAÍ�·�½É·/º�·/Ã©Â�¿�Ã�Ð�¾h¶�·6¾hº�¿�ÀjÃ©Ð�¹�Æ�À¾h¿i»VÃ�¾hÀjÊ©Æi·6»�½
(p, q)

.B¾MË�¸`· Ñ S ∩ H
¿�¼�Â	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â%¾h·/Ä¦ÀV¼�¾�¶�·�¹�Ã�¿�»�Ã�»�½�¼a»VÌT·�¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼0»�½�»�Ã�·�Æi» Ò ·	º

Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿i»VÃ�Í
S ∩H = S1 ∪ · · · ∪ Sl

� JV�
��¹�ÌT·/º�¿�Â	À�ÆiÆ�Ë�»�Ã�Æ�Ë�Å�·/ºa¾h¿�Â	·/¼1»j½d¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼NÀjºh·9¼a¾�»Vº�·rÄÁÍi@�·TÃ�»j¾h·�¾h¶©À¾�¾�¶©¿�¼1¾hº�¿�ÀjÃI.

Ð�¹©Æ�Àj¾�¿�»�Ã�¸©º�»�Â�·rÄ�¹�ºh·§¿�¼.Ã�¹�ÌT·	ºh¿�Â/ÀjÆ�ÆiË6Ï©Ã�¿i¾�·�¿iÃ�¼�¸©À�Â	·1À�Ã©Ä�¾�¿�Ì9· Ñ Ê;·/Â	À�¹©¼�·§¾h¶�·�Ã�¹�Ì�Ê;·	º»j½�¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼d¿�¼dÊ;»�¹�Ã©Ä�·/Ä6Ê�ËT¾h¶�·�¾FÀjÊ�Æ�·/¼/Í'Î�Æ�¼a»�¾�¶©·§¸�ºh»�Â�·rÄ�¹�ºh·�¿�¼�Ã�¹�ÌT·/º�¿�Â	À�ÆiÆ�Ë�¼M¾FÀjÊ�Æ�· Ñ¼�¿iÃ©Â	·d¾�¶�·�»VÃ�ÆiË�ÃH¹©Ì9·/º�¿�Â	À�Æ�Â	ÀjÆ�Â�¹©Æ�Àj¾�¿�»�Ã9¿�¼�¾h»N¿iÃH¾�·/º�¸;»�Æ�À¾h·�¿�Ã�Ã�·/º�¸;»�¿�ÃV¾F¼
vij

� B�� Ê;·�¾ Ò ·	·/Ã
vi

À�Ã©Ä
vj

Í�Î�ºhÀVÂ%¾h¿�Â/ÀjÆ�ÆiË�¿i½
H
¸`À�¼h¼a·r¼1¾�¶�ºh»�¹�ÐV¶�À�ÅV·	º�¾�·��

vi

»j½
S Ñ Ò ·�¸`·/ºa¾h¹�ºhÊ ψ Ê�Ë

ψ(vi) = ε Ñ Ò ¶�·	ºh· 0 < ε� 1
Í

Ï ¬q®S°(®S²�¯&¯2h0³d´�NÐ
@�·�Ä�·�Ï©Ã�·�¾h¶�·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·

Γ
»j½&ÀTÄ�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃ

φ : Zn → Rm
ÀV¼�¾h¶�·N¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·

»j½�¿�¾F¼N¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�¿�ÀjÆ&¿�ÃH¾�·	ºh¸;»�Æ�ÀjÃH¾
φ̂ : Rn → Rm

Íi@�·TÌ�À�Ë�À�¼h¼�¹�ÌT·0¾�¶`À¾
Γ
¿�¼§¾�¶�·TÇ/·	ºh»

¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·§»�½
φ̂ Ò ¿�¾h¶�»�¹�¾�Æ�»V¼�¿�Ã�ÐTÐ�·	Ã©·	ºFÀjÆ�¿�¾MËVÍ&!dË6¾h¶�¿�¼�¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�¿�ÀjÆ�Ä�·�Ï©Ã©¿�¾h¿i»VÃ Ñ

Γ =
{

x ∈ Rn | φ̂(x) = 0
}

= ∪a∈Zn ∪J∈Sn

{

x ∈ Ca
J | φ̂(x) = 0

}

= ∪a∈Zn ∪J∈Sn

[

Ca
J ∩

{

φ̂1 |Ca
J
= 0
}

∩ · · · ∩
{

φ̂m |Ca
J
= 0
}]

��¿�Ã©Â�·�·/À�ÂF¶�Â	»�ÌT¸;»�Ã�·/ÃV¾
φ̂i : R

n → R
»j½
φ̂
¿�¼�À�Ï©ºh¼a¾�»VºhÄ�·/º6¸;»�Æ�ËHÃ©»�ÌT¿�À�Æ�»VÃ

·/ÀVÂF¶ ¼a¿�ÌT¸�Æi·��
Ca

J
Ñ ¾�¶�·�¼a·	¾ {φ̂i |Ca

J
= 0
} ¿�¼6ÐV·	»�ÌT·	¾�ºh¿�Â/ÀjÆ�ÆiË?À¦¶�ËH¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�· Ñ ÀjÃ©Ä Γ¿�¼0¾h¶�·�¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ¦»j½�À�¼a¿�ÌT¸�Æi·���ÀjÃ©Ä
m
¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·/¼/Í��KÃ

§3 Ñ ÀjÃ�ÀjÆ�Ð�»Vº�¿i¾�¶©Ì Ò À�¼
¸�ºh·/¼�·	ÃH¾�·rÄ�¾�»�Â�»VÃ©¼M¾hº�¹`Â%¾�¾h¶�·�¿iÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�»�½§À�¼�¿�Ì9¸©Æi·��¦À�Ã©ÄÓÀ�¶�ËH¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·�À�¼�¾�¶�·
¹�Ã�¿�»�Ã�»�½�¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼�»�½&»VÃ�·NÆ�» Ò ·/º�Ä�¿�Ì9·/Ã©¼�¿i»VÃ�Í�@�·/¿iÐVÆi·�À�Ã©Ä{!.ÀjÃ<�¼�¸;»�¿�ÃH¾�·rÄ¡»�¹�¾�¾h¶©À¾
¾�¶©·§¿�ÃH¾�·	ºF¼�·/Â%¾h¿i»VÃ�»�½�À�¼�¿�Ì9¸©Æi·���ÀjÃ©Ä�¼a·/Å�·/ºhÀ�Æ©¶�Ë�¸`·/º�¸�Æ�ÀjÃ©·/¼.Â	À�Ã6Ê`·NÂ	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â%¾h·/Ä�À�¼�¾�¶�·

�



¹�Ã�¿�»�Ã�»j½)¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼&Ê�Ë0¼a¹©Â/Â�·r¼�¼�¿iÅV·	Æ�ËNÀj¸�¸�Æ�Ë�¿iÃ©Ð�¾h¶�·�ÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì ��ý�J�� ÍÑ�§Ã�À�¼a¿�ÌT¸�Æ�·��
Ca

J
Ñ

Æ�·�¾&¹©¼&¼�À�Ë
H1 =

{

φ̂1 |Ca
J
= 0
} Ñ · · · Ñ Hm =

{

φ̂m |Ca
J
= 0
} Í�µ.¶©·	Ã

Ca
J∩H

1∩· · ·∩Hm

¿�¼�Â�»�Ã`¼M¾hº�¹©Â�¾�·rÄ�Ê�Ë�¾h¶�·�½É»�Æ�Æi» Ò ¿�Ã�ÐT¸�ºh»�Â�·/Ä�¹�º�·VÍ

Ca
J ∩H1 = ∪n1

j=1S
1,j

Ca
J ∩H1 ∩H2 = ∪n1

j=1

[

S1,j ∩H2
]

= ∪n2

j=1S
2,jÍÍÍ

Ca
J ∩H1 ∩ · · · ∩Hm = ∪

nm−1

j=1

[

Sm−1,j ∩Hm
]

= ∪nm

j=1S
m,j

@�·�Ð�·	¾§À6¼�·�¾�»�½
(n −m)

.K¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼ Ñ Ta,J =
{

Sm,j | j = 1, · · · , nm

} ¼a¹©ÂF¶¡¾h¶©À¾
Ca

J ∩ Γ = Ca
J ∩H1 ∩ · · · ∩Hm = ∪σ∈Ta,J

σ
Í^@�·�Ã�»j¾h·�¾h¶©À¾�¿i¾d¿�¼dÃH¹©Ì9·/º�¿�Â	À�ÆiÆ�ËTÏ©Ã�¿i¾�·

¿�Ã�¾�¿�Ì9·�ÀjÃ©Ä�¼�¸©À�Â	·T¾�»�Â	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â%¾N¾h¶�·�¼�·�¾
Ta,J

ÍZ$�»Vº�·���À�ÌT¸�Æi· Ñ ¾h¶�·6¿�ÃV¾h·	ºF¼a·rÂ%¾h¿i»VÃ�»�½À
5
.K¼a¿�ÌT¸�Æ�·���À�Ã©Ä

3
¶�Ë�¸`·/º�¸©Æ�À�Ã�·/¼�¿�¼0Â�»VÃ©¼a¾�ºh¹©Â%¾h·/Ä�À�¼1¾�¶©·6¹�Ã�¿�»�Ã�»j½d¹�¸�¾�»

6 × 3 × 2Ã�¹�Ì�Ê;·	º�»j½
2
.K¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼ Ñ Ò ¶�·/º�· 6, 3, 2

Àjºh·�ÌTÀS��¿iÌ�¹�Ì"Ã�¹�Ì�Ê`·/º�»j½�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â�·/¼�¿iÃ�¾h¶�·
¾�ºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã�¾hÀ�Ê�Æi·r¼�»�½

5, 4, 3
Ä�¿�Ì9·/Ã©¼�¿i»VÃ©¼	Í�µ.¶©Àj¾�ÌT·/À�Ã©¼

n1 ≤ 6 Ñ n2 ≤ 6 × 3 Ñ ÀjÃ©Ä
n3 ≤ 6× 3 × 2

Í
��¾�·/ºhÀj¾�¿�Ã�Ð�À�ÆiÆ`¾�¶�·�¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼

Ca
J

¿�Ã6¾h¶�·_C�¹©¶�Ã�¾�ºh¿�ÀjÃ�ÐV¹�Æ�Àj¾�¿�»�Ã Ñ Γ ¿�¼.Â�»VÃ©¼M¾hº�¹`Â%¾�·rÄ6À�¼¾�¶©·N¹�Ã�¿�»�Ã�»j½
(n−m)

.K¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼�)

Γ = ∪a∈Zn ∪J∈Sn
[Γ ∩ Ca

J ]
= ∪a∈Zn ∪J∈Sn

∪σ∈Ta,J
σ

� RÅ�

Ò Ó,´�®�²\h(g�´�Ô�h�®�´�°0
�KÃ

§4 Ñ À�Ã�À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì Ò ÀV¼§¿�ÃH¾�ºh»�Ä�¹©Â�·rÄ�¾h»¡Â	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â�¾§¾h¶�·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	· Γ
»j½dÀ¡Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾�·

½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã
φ : Zn → Rm

½É»�º�À�Ã�Ë?Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿�»�Ã
n
ÀjÃ©Ä À�Ã�ËÔÂ�»�Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿�»�Ã

m
Í

Γ
¿�¼

ÀjÃ
(n − m)

.KÄ�¿�Ì9·/Ã©¼�¿i»VÃ©ÀjÆ�Ì�ÀjÃ©¿�½É»VÆ�ÄÔ¿iÃ ¿i¾h¼6¼�ÌT»�»j¾�¶?ºh·	Ð�¿�»�ÃSÍ µ�»�Å�¿�¼�¹©ÀjÆ�¿�Ç	·¡¿�¾ Ñ Γ
¿�¼

»j½�¾h·	Ã�¸�ºh»jÖM·rÂ%¾�·rÄ�Ä�» Ò Ã�¿�ÃH¾�»
R3 ¹�Ã`Ä�·	º�À¡¸©º�»�ÖM·/Â%¾h¿i»VÃ�Ì�À�¸ P : Rn → R3 Í\��¿�Ã©Â�·6À¸�ºh»jÖM·rÂ%¾�¿�»�Ã1¿�¼SÀjÃNÀSrTÃ©·'ÌTÀ�¸ Ñ ¿�¾SÌ�À�¸©¼�À�¼�¿iÌT¸�Æ�·��1¾�»�À�¼�¿iÌT¸�Æ�·��ÁÍ&$�ºh»�Ì�¾h¶�·�¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�¿�Ã�ÐÀjÆ�Ð�»Vº�¿i¾�¶©Ì � RÅ� Ñ P (Γ)

¿�¼.¾�¶�·N¹©Ã�¿i»VÃ�»�½�¸©º�»�ÖM·/Â%¾h·/Ä
(n−m)

.K¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼�)

P (Γ) = ∪a∈Zn ∪J∈Sn
∪σ∈Ta,J

P (σ)
� ���

@ ¶�·	Ã
n = m+ 1

»Vº
m+ 2 Ñ P (Γ)

¿�¼�¾h¶�·0¹�Ã�¿�»�Ã¡»�½&Æ�¿�Ã�·�¼�·	Ð�ÌT·/ÃV¾F¼�»�º.¾hº�¿�ÀjÃ©Ð�Æ�·/¼ Ñ
Ò ¶�¿�ÂF¶�Â	À�Ã�Ê`·�ÅH¿�¼�¹©ÀjÆ�¿iÇ/·/Ä¡Ê�Ë�¹©¼a¹`ÀjÆSÐVºhÀ�¸�¶�¿�Â�Æi¿�Ê�ºFÀjºh¿i·r¼�¼�¹©ÂF¶�À�¼Õ�§¸`·/Ã`Õ # Ím!�¹�¾ Ñ ½É»�º�À¼�¹�ºa½ÈÀVÂ�·6Å�¿�¼a¹`ÀjÆ�¿iÇrÀ¾�¿�»�Ã¦¿�Ã

R3 Ñ ¾�¶�·�Ã�»�ºhÌ�ÀjÆ�Å�·/Â�¾�»Vº0Ï©·/Æ�Ä¦¿�¼�Ã�·	·rÄ�·/Ä�½É»Vº9¼�¶©ÀVÄ�» Ò ¿iÃ©ÐV¼/Í��» ÒAÒ ·�¸�ºh·/¼�·	ÃH¾�ÀT¼a¿�ÌT¸�Æ�·�½É»�ºhÌ�¹�Æ�À�Â/ÀjÆ�Â�¹�Æ�À¾h¿iÃ©Ð�¾h¶�·NÃ�»Vº�Ì�ÀjÆ)ÅV·/Â%¾h»�º.Ï©·/Æ�Ä�»j½ P (Γ)
Í

�KÃÓÀ�ÐV·	Ã�·/ºhÀ�Æ'½ÉºhÀ�ÌT· Ò »�ºG< Ñ Æi·	¾ P : Rn → Rn−m+2 Ê;·�À�¸�ºh»jÖM·rÂ%¾h¿i»VÃ�¼a¹©ÂF¶�¾h¶©À¾
P (x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn−m+2)

Í>�KÃ
Rn Ñ ∇φ̂1, · · · ,∇φ̂m

½É»�ºhÌ ¾�¶©·0Ã�»�ºhÌ�ÀjÆÁÅV·/ÂF.
¾�»Vº�¼a¸©ÀVÂ�·¡»j½

Γ
¿iÃ ¼�Ì9»�»�¾�¶?º�·/Ð�¿�»�Ã�Í # ·	¾T¹`¼6Ä�·�Ï`Ã�·�À�ÅV·/Â�¾�»�º9Ï©·/Æ�Ä ~n : Rn → RnÀ�¼

~n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∇φ̂1 ∇φ̂1 · en−m+2 · · · ∇φ̂1 · enÍÍÍ ÍÍÍ ÍÍÍ
∇φ̂m ∇φ̂m · en−m+2 · · · ∇φ̂m · en

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� »V�

ý��



∇φ̂j

¿�¼dÂ	À�Æ�Â	¹�Æ�À¾�·rÄ�Ê�Ë9¾�¶�·�Ä�¿�ÅH¿�Ä�·rÄ�Ä�¿iþ;·/º�·/Ã©Â�·�½É»�ºhÌ�¹�Æ�À � ý�� ÀjÃ©Ä6¾�¶�·1Ä�·�¾h·	ºhÌ9¿�Ã©À�ÃV¾
¿�¼.·���¸©ÀjÃ`Ä�·/Ä Ò ¿�¾h¶�Â�»j½ÈÀVÂ%¾h»�ºF¼	Í

~n = ∇φ̂1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∇φ̂2 · en−m+2 · · · ∇φ̂2 · enÍÍÍ ÍÍÍ
∇φ̂m · en−m+2 · · · ∇φ̂m · en

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣ÍÍÍ

+(−1)m ∇φ̂m ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∇φ̂1 · en−m+2 · · · ∇φ̂1 · enÍÍÍ ÍÍÍ
∇φ̂m−1 · en−m+2 · · · ∇φ̂m−1 · en

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

��¿�Ã©Â�·
~n
¿�¼§À6Æ�¿iÃ�·rÀjº1Â�»�Ì�Ê�¿�Ã©À¾h¿i»VÃ�»j½

∇φ̂1, · · · ,∇φ̂m
Ñ ¿i¾§¿�¼1À�Ã�»�ºhÌ�ÀjÆ�Å�·/Â�¾�»Vº�Ï©·/Æ�Ä�»�½

Γ
Í�!dË6¾�¶©·0¸�ºh»�¸;·	º�¾MË6»j½�Ä�·	¾�·	ºhÌT¿iÃ`ÀjÃH¾ Ñ ~n · ej = 0

¿�½
j = n−m+ 2, · · · , n

Í.Õ1¿iÅ�·/Ã�À
¾hÀ�Ã�Ð�·/ÃH¾�¿�ÀjÆ�ÅV·/Â�¾�»�º

T
»j½

Γ
Àj¾
x ∈ Γ Ñ 0 = ~n(x)·T = ~n(x)·P (T )

Í^��¿iÃ`Â�·�¾h¶�·�¸©º�»�ÖM·/Â%¾h¿i»VÃ
π
¿�¼�¼�¹�ºÈÖM·rÂ%¾h¿iÅV· Ñ ¿�¾9¿�¼�ÀjÆ�¼a»�¼�¹�ºtÖM·/Â�¾�¿�Å�·�¿�Ã¦¾hÀ�Ã�Ð�·/ÃV¾h¿�À�Æ�Å�·rÂ%¾h»�º�¼�¸©À�Â	·�Í�µ.¶�·/º�·	½É»�ºh· ~n ¿�¼»�º�¾�¶©»�Ð�»VÃ©ÀjÆ&¾h»�À�ÃHË�¾hÀ�Ã�Ð�·/ÃH¾�Å�·rÂ%¾�»Vº�»�½

π(Γ)
ÀjÃ©Ä�¿i¾T¿�¼0¾�¶�·�Ã�»�ºhÌ�ÀjÆ�ÅV·/Â�¾�»�º�Ï©·	Æ�Ä¦»�½

P (Γ)
¿�Ã

Rn−m+1 ÍÖ$�»�ºT·���À�ÌT¸�Æi· Ñ Ò ¶�·/Ã φ : Z5 → R3 ÀjÃ`Ä P : R5 → R3 Ñ ¾�¶�·Ã�»Vº�Ì�ÀjÆ)ÅV·/Â%¾h»�º
~n
¿�¼.Ð�¿�Å�·/Ã�Ê�Ë

~n = ∇φ̂1

((

∇φ̂2 · e4

)(

∇φ̂3 · e5

)

−
(

∇φ̂3 · e4

)(

∇φ̂2 · e5

))

− ∇φ̂2

((

∇φ̂1 · e4

)(

∇φ̂3 · e5

)

−
(

∇φ̂3 · e4

)(

∇φ̂1 · e5

))

+ ∇φ̂3

((

∇φ̂1 · e4

)(

∇φ̂2 · e5

)

−
(

∇φ̂2 · e4

)(

∇φ̂1 · e5

))

× ØÙ·ih0±�´	³ÛÚ ¯�´	±

# ·	¾ Γ
Ê;·¡¾�¶©·�¿�¼�»V¼�¹�ºa½ÈÀVÂ�·�»j½

φ : Zn → Rm
Í�@ ¶�·/Ã

Γ
¿�¼TÊ;»�¹�Ã©Ä�·/Ä Ñ ¾�¶�·�Ä�»�Ì�Àj¿�Ã»j½

φ
Â/ÀjÃ�Ê`·�ºh·/Ä�¹©Â�·rÄ Ñ Ò ¿i¾�¶�»V¹�¾�ÂF¶©ÀjÃ©Ð�¿�Ã�Ð Γ Ñ ¾h» {−N, · · · , N}

n ½É»�º0¼�»�ÌT·TÆ�ÀjºhÐ�·
NÊ;»�¹�Ã©Ä�¿iÃ�Ð

Γ
Í�µ.¶©·�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�¿�Ã�Ð1¿iÃ

§4
Ã�¹�ÌT·/º�¿�Â	À�ÆiÆ�Ë0Â�»H¼M¾F¼

O(1)
¿�Ã�¼a¸`À�Â�·�À�Ã©Ä�¾�¿�Ì9·�½É»�º

·/ÀVÂF¶�¼�¿iÌT¸�Æ�·��ÁÍ0��» Ñ ¾h¶�·6Â�»VÃ©¼a¾�ºh¹©Â%¾h¿i»VÃ�»j½ Γ
Ã�¹�ÌT·/º�¿�Â	À�ÆiÆ�Ë�Â�»H¼M¾F¼

O(Nn)
¿�Ã�¾h¿iÌT·�ÀjÃ`Ä

¼�¸©À�Â	·�Í.µ.¶�¿�¼�¿�¼�¸�ºFÀ�Â%¾h¿�Â/ÀjÆ�ÆiË�¾�»�»�Ì�¹`ÂF¶ Ò ¶�·	Ã n ≥ 4
Í�@�·�Â/ÀjÃ�¼�¿iÐVÃ�¿�Ï;Â	ÀjÃH¾hÆiË�Ä�·/Â	º�·rÀ�¼�·

¾�¶©·dÂ	»V¼a¾h¼�ÊHËNºh·	ÌT»Å�¿�Ã�Ð�¾�¶©·dÄ�»VÌ�Àj¿�Ã�»j½
φ Ò ¶�·	ºh· ‖φ‖ ¿�¼�Æ�ÀjºhÐ�·VÍ # ·	¾ L Ê`·�¾�¶©· # ¿i¸©¼hÂF¶�¿i¾�ÇÂ�»VÃ©¼a¾hÀjÃH¾�»j½

φ
Ä�·	Ï©Ã�·rÄ�ÀV¼

L = max
a,b∈{−N,···,N}n

‖φ(b) − φ(a)‖∞
‖b− a‖∞

Õ1¿�Å�·	Ã�À�Ã
n
.KÂ�¹©Ê`·

C = {ai ≤ xi ≤ bi}
Ò ¿i¾�¶ a, b ∈ {−N, · · · , N}

n Ñ C ∩ Zn
Â/ÀjÃ¡Ê`·

»�ÌT¿i¾a¾h·/Ä¡½Éºh»�Ì ¾�¶©·9Ä�»VÌ�Àj¿�Ã�»j½
φ Ò ¿i¾�¶�»V¹�¾NÂF¶©ÀjÃ�ÐV¿iÃ©Ð Γ Ñ ¿i½ ‖φ(v)‖∞ > L · ‖b− a‖∞½É»�º�¼a»VÌ9·�Å�·	º�¾�·��

v
»j½
C
Í�!.ÀV¼a·rÄ�»VÃ6¼a¹`ÂF¶6ÀjÃT»�Ê©¼�·	ºhÅÀ¾h¿i»VÃ Ñ µ�¼�À�¿�·�¾dÀjÆ ��ý��2� ¿�ÃV¾hº�»�Ä�¹`Â�·/ÄÀ�Ì�¹©Æ�¾h¿z.K¼�Â/ÀjÆ�·.Ð�ºh¿�ÄTÀjÃ`Ä?��¾�ºFÀj¿�Ã ��ý�ý�� ¿�ÃV¾hº�»�Ä�¹`Â�·/ÄTÀNÄ�ËHÀ�Ä�¿�Â.Ð�ºh¿�Ä�¾h»Nº�·rÄ�¹©Â	·.¾�¶�·�Ä�»�Ì�Àj¿�Ã

»j½SÀ9¼hÂ	ÀjÆ�Àjº�Å�À�Æi¹©·/Ä�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃ�Í^@�·1·���¾h·	Ã©ÄN�H¾�ºFÀj¿�Ã�½ ¼�¿�Ä�·/À0¾�»9À�ÅV·/Â%¾h»�º�Å�À�Æi¹©·/Ä�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃ
φ : Zn → Rm

Í
# ·	¾ D ⊂ Z

n
Ê;·�¾h¶�·�Ä�»VÌ�Àj¿�Ã�»j½

φ
Í%$�¿iºF¼a¾ Ñ Ò ·�¼�·�¾ D = {−N,N}

n Ñ À�¼�·�¾�»�½Å�·/ºa¾h¿�Â	·/¼)»�½
[−N,N ]

n ÍP��½
‖φ(v)‖∞ > L·2N

½É»�ºS¼�»�ÌT·
v ∈ D Ñ ¾�¶�·/Ã Γ∩[−N,N ]

n
= Ü

ý�ý



ÀjÃ`Ä Ò ·�¶©À�Å�·�Ã�»j¾h¶�¿iÃ©Ð�¾�»1Ä�»�ÌT»Vº�·VÍ�@ ¶�·	Ã ‖φ(D)‖∞ ≤ L·2N Ñ ¾h¶�· n .KÂ�¹©Ê`· [−N,N ]
n

¿�¼�Ä�·/Â	»�ÌT¸`»H¼a·rÄ�¿�ÃH¾�»
2n
Ã�¹�Ì�Ê;·	º�»�½

n
.KÂ�¹©Ê`·r¼�)

[−N,N ]n =
⋃

a∈{0,N}n

a+ [−N, 0]n

µ.¶�·	Ã Ñ a+{−N, 0}n ¿�¼�ÀVÄ�Ä�·/Ä§¾h»�¾�¶�·�Ä�»�Ì�Àj¿�Ã
D
¿�½
‖φ (a+ {−N, 0}n)‖∞ ≤ L·N

Í
µ.¶�¿�¼�¸�ºh»�Â�·r¼�¼�»j½

[−N,N ]
n ¿�¼§ºh·/Â�¹©ºh¼�¿iÅV·	Æ�Ë�À�¸�¸�Æ�¿i·rÄ�¾�»�·/Å�·/º�Ë

n
.�Â	¹�Ê;· Ò ¶�»V¼�·0ÅV·	º�¾�¿�Â�·/¼

Àjºh·�¿�Ã©Â�Æ�¹©Ä�·rÄ6¿�Ã
D
Í'µ.¶�·/º�·	½É»�ºh·�¾�¶©·1Ä�»VÌ�Àj¿�Ã

D
¿�¼�Ã�¹�ÌT·	ºh¿�Â	ÀjÆ�Æ�Ë9¿�ÌT¸�Æ�·	ÌT·	ÃH¾�·rÄ�ÀV¼�À

2nÊ�ºFÀjÃ©ÂF¶©·/Ä�¾�ºh·	· Ò ¿�¾h¶¦Ì�À2��¿iÌ�¹�Ì"Ä�·/¸�¾�¶
log(N)

Í���¿�Ã©Â	·
Γ
¿�¼

(n −m)
Ä�¿�Ì9·/Ã©¼�¿i»VÃ©ÀjÆ Ñ¾�¶©·�¼�¿iÇ/·�»�½§Ä�ËHÀ�Ä�¿�Â�ÐVº�¿�Ä¦¿�¼

O (Nn−m)
ÍÓµ�»�Ì�Àj¿�ÃH¾hÀ�¿iÃ?Ä�ËVÀVÄ�¿�Â6¾�ºh·	·¡¼M¾hº�¹`Â%¾�¹©º�· Ñ »�¸I.¾�¿�»�Ã`ÀjÆ)¼a¸©ÀVÂ�·r¼dÀ�º�·§º�·�LH¹�¿iºh·/Ä6¿iÃ�¾�¶�·NÄ�ËHÀ�Ä�¿�Â�ÐVº�¿�ÄÁÍ���¾.Â/Àj¹©¼�·/¼�¾�¶©·1¿�Ã©Â	º�·rÀ�¼�·�¿iÃ¡¼�¿iÇ/·�½Éºh»�Ì

O (Nn−m)
¾�»
O (Nn−m · log(N))

Í^'�·/Ã©Â�·�¾h¶�·�¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�¿�Ã�ÐNÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì Ã�¹�ÌT·/º�¿�Â	À�ÆiÆ�Ë
Â�»H¼M¾F¼

O (Nn−m · log(N)) Ò ¿�¾h¶¡À9Ä�ËHÀ�Ä�¿�Â�ÐVº�¿�Ä�À�Ã©Ä O (Nn) Ò ¿i¾�¶¡À9¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ Ð�ºh¿�Ä6¿�Ã
¼�¸©À�Â	·�À�Ã©Ä�¾�¿�Ì9·VÍ
$�»Vº�·���ÀjÌT¸�Æ�· Ñ ¾�¶©·&½É»�Æ�Æi» Ò ¿�Ã�Ð.Ï©ÐV¹�º�·&¿�ÆiÆ�¹©¼a¾�ºFÀ¾h·/¼�Ä�ËHÀ�Ä�¿�Â&Ð�ºh¿�Ä�¼ Ñ Ò ¶�·	Ã φ : {−N, · · · , N}

2
→

R
¿�¼.¾FÀS<�·/Ã�ÀV¼

φ(i, j) = max(|ai| , |aj |)
Ò ¿�¾h¶ ai = −1 + 2 · i

N

Í

$�¿�Ð�¹�ºh· J¹ ¼�ËHÀ�Ä�¿�Â�Ð�ºh¿�Ä�¼ Ò ¶�·	Ã N = 8, 16, 32

Ý Þ ²Zdßj.¯�´�³�higHàÖ²0hÇdfeNg�ja®
��ÅV·	ºhË�·���À�ÌT¸�Æi· Ò ÀV¼�¿�Ì9¸©Æi·/Ì9·/ÃH¾�·/Ä�¿iÃ,+ ºQº À�Ã©Ä¡º�¹©Ã�»�Ã�À�Î�+ Ò ¿�¾h¶ 2.2

ÕÕ'�ÇK+UÎ>á
ÀjÃ`Ä

512 O ! ÌT·/Ì9»Vº�ËVÍ'Î�Æ�Æ�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·/¼ Ò ·/º�·NÂ	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â%¾h·/Ä�Ê�Ë�¾�¶�·N¿�¼�»V¼�¹�ºa½ÈÀVÂ�¿�Ã�ÐTÀjÆ�Ð�»S.ºh¿�¾h¶�Ì ¿�Ã
§4
Í

1
.K¼�¿iÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼N»Vº

2
.K¼a¿�ÌT¸�Æ�¿�Â	·/¼N¿�Ã�¾�¶�·�Â�»�Ã`¼M¾hº�¹©Â�¾�¿�»�Ã Ò ·	ºh·9Å�¿�¼a¹`ÀjÆ�¿iÇ/·/Ä�Ê�Ë

¾�¶©·Ç�§¸`·/Ã`Õ # Ð�ºFÀj¸©¶�¿�Â1Æ�¿iÊ©ºhÀ�º�ËVÍÑ$�»�º 2
.K¼a¿�ÌT¸�Æi¿�Â�·r¼ Ñ ¾h¶�·0Ã�»Vº�Ì�À�ÆÁÅ�·/Â�¾�»Vº.Ï©·	Æ�Ä�¿iÃ §5 Ò À�¼¹©¼�·/Ä�½É»�º�¼�¶©À�Ä�» Ò ¿iÃ�Ð`Í

â ~x� ã«���läÈ�Ñ�;å æÖ�;�x�|ç]èm~Aé°ê>�^���x�ëæÖ�;�4�
@�·9Â	»�ÌT¸©Àjºh·0¾h¶�·9ÃH¹©Ì9·/º�¿�Â	À�Æ�Â	»V¼a¾h¼1»j½�¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�¿�Ã�Ð6Ê;·�¾ Ò ·	·/Ã�À�¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ,Ð�ºh¿�Ä�ÀjÃ©Ä�À
Ä�ËHÀ�Ä�¿�Â�ÐVº�¿�ÄÁÍ��§Ã�À�Ä�»VÌ�Àj¿�Ã

[−1, 1]3 Ñ @�·9¾hÀS<V· xi = i−N
N
Ñ yj = j−N

N
Ñ θk = k−N

N

ý�B



ÀjÃ`Ä
φ : {0, · · · , N}

3
→ R2 À�¼

φ(i, j, k) =

(

xi − cos(π · θk)
yj − sin(π · θk)

)

@�·�Â/ÀjÃÔ¼�·	·�¾�¶`À¾9¾�¶�·¡Ã�¹�ÌT·	ºh¿�Â/ÀjÆ.Â�»H¼M¾F¼�À�º�·
O
(

N3
) ¿iÃÓ¾�¶�·¡¹�Ã©¿�½É»Vº�Ì ÐVº�¿�Ä�ÀjÃ`Ä

O (N · log(N)) ≈ O(N)
¿iÃ�¾h¶�·0Ä�ËVÀVÄ�¿�Â§ÐVº�¿�Ä Ñ ÀV¼.·���¸`·rÂ%¾h·/ÄÁÍ

� ¾�¿�ÌT· � Ì�¼ � ºhÀj¾�· ¼a¸©ÀVÂ�·1½É»�º
Γ
� Ê�ËH¾�· � ¼�¸©À�Â	·§½É»Vº

φ
� Ê�ËH¾�· � ¾�»�¾hÀjÆ�¼a¸©ÀVÂ�· ºhÀj¾�·

JVB  S� ýVý�JÅ S» ��BSRÅB���� ��JV�S»V»SR
»SR »��V� B Í �V» BSRV��»V� R©ý��SRÅJ��SR RÅB�ý��VJ�»SR B Í �V�
ý�B�� RÅB�»V� B Í �©ý RÅ����ý�B J�JÅ���2RVRVJÅB J�JV»��ÅB2R�RVR B Í �V�
B���» JSRÅJ�»�� J Í �©ý  �ý�»�JV� BS»���RVJÅ�2RÅ��» BS»V�V�S�- 2�V��» J Í �V�

µ�ÀjÊ�Æ�· �I¹ ��¹©Ì9·/º�¿�Â	À�Æ�Â�»H¼M¾F¼�¿�Ã¡¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ ÐVº�¿�Ä

� ¾�¿�ÌT· � Ì�¼ � ºhÀj¾�· ¼a¸©ÀVÂ�·1½É»�º
Γ
� Ê�ËH¾�· � ¼�¸©À�Â	·§½É»Vº

φ
� Ê�ËH¾�· � ¾�»�¾hÀjÆ�¼a¸©ÀVÂ�· ºhÀj¾�·

JVB � Í R ýVý��V�VB »V��J���R �©ý�JVJ�»
»SR ý�� Í � ý Í �V� BV�2RV�V� ý�R-�S�V�VB ý2 �ý�RÅ��� ý Í �V�
ý�B�� B�ý Í R � Í �V� ��ý�ý�B�� BS�VJ��VJVB J�R�RV�Å��B ý Í �©ý
B���» R©ý Í � � Í �- �- � � S» �V 2R- �BS� »- SB����SR � Í �V»

µ�À�Ê�Æ�· »;¹ ��¹�ÌT·/º�¿�Â	À�Æ�Â�»V¼a¾h¼.¿�Ã�Ä�ËVÀVÄ�¿�Â�ÐVº�¿�Ä

$�¿iÐV¹�º�· R§¹
Γ ⊂ R3 ÀjÃ`Ä�¿i¾h¼.¸©º�»�ÖM·/Â%¾h¿i»VÃ�»VÃ R2

ý�J



$�¿�Ð�¹�ºh· �I¹ ¼§ËVÀ�Ä�¿�Â1Ð�ºh¿�Ä�¼ � ¼�¿�Ä�·NÅH¿�· Ò � N = 32, 64, 128

$�¿�Ð�¹©º�· »¹ ¼§ËVÀVÄ�¿�Â§ÐVº�¿�Ä�¼ � ½Éºh»�ÃH¾�Å�¿�· Ò � N = 32, 64, 128

â ~*} ìîía�x�W�>�W�x�&�§�y�SêYï°�`èÅ�>�yçU�`èH�x�
R2

# ·	¾.À9Â�¹©º�ÅV· Γ ⊂ R2 Ê;·§ÐV¿iÅV·	Ã6Ê�Ë r = 1 + sin(7θ)
¿�Ã6¾h¶�·§¸;»�Æ�Àjº�Â	»H»VºhÄ�¿iÃ©Àj¾�·r¼	Í

Γ
¿�¼dÀ

7
.�Æ�·/À½É·rÄTÂ�¹�ºhÅ�·�À�Ã©Ä�¼�¿iÃ�ÐV¹�Æ�Àjº�Àj¾�¾�¶�·§»�ºh¿iÐV¿iÃ Ñ Ò ¶�·/º�· 14

Â�¹�ºhÅ�·r¼'ÌT·	·�¾rÍ��KÃ�¾�¶�¿�¼�Â/À�¼�· Ñ Ò ·Â	À�Ã�ºh·/¼�»�Æ�Å�·N¾h¶�·9¼�¿�Ã�Ð�¹�Æ�Àjºh¿i¾MË�Ê�Ë�À�Ä©Ä�¿iÃ©Ð�À�¸�¶©À�¼�·�ÅÀ�º�¿�ÀjÊ�Æ�·
θ Ñ À�¼1Ä�·/¼hÂ�ºh¿iÊ;·9ÊHËA�1¼�¶�·	º·�¾0À�Æ �iý���� ÀjÃ©Ä,��Ã©ÐVLH¹�¿�¼M¾N·�¾0À�Æ �iý�»�� Í?@ ¿i¾�¶¦À�Ã�· Ò Â�»�»�ºFÄ�¿�Ã©À¾h·9¼�Ë�¼M¾h·	Ì

(x, y, θ) Ñ Ò ·Ä�·	Ï©Ã�·
Γ′ ⊂ R3 À�¼d¾h¶�·0¼�»�Æ�¹�¾�¿�»�Ã�»j½�¾�¶�·�½É»VÆiÆ�» Ò ¿�Ã�Ð�·�LH¹©À¾h¿i»VÃ©¼

{

x = (1 + sin(7θ)) · cos(θ)
y = (1 + sin(7θ)) · sin(θ)

ý�R



µ.¶�·	Ã
Γ = π(Γ′) Ñ Ò ¶�·	ºh· π(x, y, θ) = (x, y).

�KÃ�¾�¶©¿�¼�·���ÀjÌT¸�Æ�· Ñ Γ
ÀjÃ`Ä

Γ′ Àjºh·Àj¸©¸�º�»���¿�Ì�À¾�·rÄTÀ�¼'¾h¶�·1¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·r¼'»j½SÄ�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã©¼
ψ : {1, · · · , 128}2 → R

ÀjÃ©Ä
φ : {1, · · · , 128}3 → R2 º�·r¼a¸;·/Â�¾�¿�Å�·	Æ�Ë Ñ Ò ¶©·	ºh· ai = −1 + 2 · i

128
Ñ θk = 2π · k

128

À�Ã©Ä

ψ(i, j) =
√

a2
i + a2

j − 1 − sin

(

7 · tan−1

(

aj

ai

))

φ(i, j, k) =

(

ai − (1 + sin(7θk)) · cos(θk)
aj − (1 + sin(7θk)) · sin(θk)

)

$�¿�Ð�¹�ºh·  -¹ Î�¸©¸�º�»���¿�Ì�À¾�¿�»�Ã�»j½�¾�¶�·0¼�¿�Ã�Ð�¹�Æ�Àjº�Â	¹�º�ÅV·
Γ ⊂ R

2

ý��



$�¿�Ð�¹©º�· �¹ Î�¸�¸�ºh»���¿�Ì�À¾h¿i»VÃ©¼.»j½�¾�¶�·NÃ�»VÃ©¼�¿iÃ�ÐV¹�Æ�Àjº�Â�¹�ºhÅ�·
Γ′ ⊂ R3 À�Ã©Ä π(Γ′) ⊂ R2

â ~*ð ìîía�x�W�>�W�x�&�§�y�SêYï°�`èÅ�>�yçU�`èH�x�
R3

# ·	¾�À¡¼�¹�º�½ÈÀ�Â�· Γ ⊂ R3 Ê`·TÐV¿iÅV·	Ã�Ê�Ë r(θ, ϕ) = 1 + cos(2ϕ)
¿iÃ�¾�¶�·�¼�¸�¶�·/º�¿�Â	À�Æ&Â	»�»�º4.

Ä�¿�Ã©À¾h·/¼
(r, θ, ϕ)

Í
Γ
¿�¼NÀ�¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�·9»j½�ºh·	ÅV»�Æ�¹�¾�¿�»�Ã�»�Ê�¾FÀj¿�Ã�·/Ä�ÊHË�º�»�¾hÀ¾h¿iÃ©Ð

2
.�Æ�·/À½dÂ�¹�ºhÅ�·

Àjºh»�¹©Ã©ÄN¾h¶�·�Ç�.KÀ2��¿�¼'ÀjÃ©Ä�¿�¾�¿�¼�¼�¿iÃ©Ð�¹�Æ�Àjº'À¾'¾h¶�·�»�ºh¿�Ð�¿�Ã�Í`�KÃ9¾�¶©¿�¼�Â/À�¼�· Ñ Ò ·�Â	À�Ã�ºh·/¼�»�Æ�Å�·�¾�¶�·¼�¿iÃ�ÐV¹�Æ�Àjºh¿�¾MË�ÊHË�ÀVÄ�Ä�¿�Ã�Ð�¸�¶`À�¼�·0ÅÀjºh¿�À�Ê�Æi·r¼
θ
À�Ã©Ä

ϕ Ñ À�¼1Ä�·/¼hÂ�ºh¿iÊ;·0Ê�ËA�1¼a¶©·	º�·	¾1À�Æ ��ý���� Íµ.¶�¿�¼Nºh·/¼�»�Æ�¹�¾�¿�»�Ã�¿�¼�À�Ä�¿iºh·/Â�¾�Ð�·/Ã�·	ºFÀjÆ�¿�Ç/À¾h¿i»VÃ�»�½�¾h¶�·�¾�·rÂF¶�Ã�¿MLH¹�·�¹©¼�·/Ä�¿iÃ�¼�·/Â�¾�¿�»�Ã  Í B Í
@ ¿i¾�¶�À�Ã�· Ò Â�»�»VºhÄ�¿�Ã©Àj¾�·�¼�Ë�¼M¾h·	Ì

(x, y, z, θ, ϕ) Ñ Ò ·�Ä�·	Ï©Ã�· Γ′ ⊂ R
5 À�¼�¾�¶�·9¼a»VÆi¹�¾h¿i»VÃ»j½�·�LH¹©Àj¾�¿�»�Ã©¼







x = (1 + cos (2ϕ)) · cos (θ) · sin (ϕ)
y = (1 + cos (2ϕ)) · sin (θ) · sin (ϕ)
z = (1 + cos (2ϕ)) · cos (ϕ)

µ.¶�·	Ã
Γ = π(Γ′) Ñ Ò ¶�·	ºh· π(x, y, z, θ, ϕ) = (x, y, z).

�KÃ¡¾h¶�¿�¼�·���À�ÌT¸�Æi· Ñ Γ À�Ã©Ä
Γ′Àjºh·�À�¸�¸�ºh»���¿�Ì�À¾h·/Ä�À�¼�¾�¶©·�¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�·/¼�»j½�Ä�¿�¼hÂ�ºh·�¾�·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã©¼

ψ : {1, · · · , 32}3 → RÀjÃ`Ä
φ : {1, · · · , 32}5 → R2 º�·r¼a¸;·/Â�¾�¿�Å�·/ÆiË Ñ Ò ¶©·	ºh· ai = −2 + 4

32 i
Ñ θm = 2π · m

32
Ñ

ϕn = π · n
32

ÀjÃ©Ä

ψ(i, j, k) =
√

a2
i + a2

j + a2
k − 1 − cos

(

2 tan−1

(

aj

ai

))

φ(i, j, k,m, n) =





ai − (1 + cos (2ϕn)) · cos (θm) · sin (ϕn)
aj − (1 + cos (2ϕn)) · sin (θm) · sin (ϕn)
ak − (1 + cos (2ϕn)) · cos (ϕn)
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$�¿�Ð�¹�ºh· �¹ Î�¸�¸�ºh»���¿�Ì�À¾h¿i»VÃ©¼d»j½
Γ ⊂ R3 ÀjÃ`Ä π(Γ′) ⊂ R3

µ.¶�·�Ä�ËVÀVÄ�¿�Â0Ð�ºh¿�Ä�¿�Ã
§6
¿�¼�¹`¼a·rÄ�½É»�º1¾h¶�·9Ä�»�Ì�Àj¿�Ã�»�½

φ Ò ¿i¾�¶ Lip(φ) = 3.5
Í0µ.¶©·

Ã�¹�ÌT·	ºh¿�Â/ÀjÆÁÂ�»H¼M¾�»�½
Γ′ ¿�¼�À�ÆiÌT»H¼M¾ O(N2) ' O(N2log(N)) Ñ ÀV¼.·���¸`·rÂ�·rÄÁÍ

� ¼�¸©À�Â	·1½É»�º
φ
� Ê�ËH¾�· � ºhÀj¾�· ¼a¸©ÀVÂ�·1½É»�º

Γ
� ÊHËH¾h· � ºhÀj¾�·

� B��Å � S»��V� B�B�B�ý�J�R�R
ý�» ý�ý��VB��SRVJÅB ý Í �V� ��J��V�Å SJ�» B Í �V�
JVB RV�VJ��V�SRVJÅB B Í �VJ J- 2»Å������»�� B Í �V�
»SR BS�ÅBS»�RV���©ý�» B Í �- ý�RV���V��J�R- SB ý Í �V�

µ�À�Ê�Æ�·  -¹ ��¹�ÌT·/º�¿�Â	À�Æ�Â�»V¼a¾h¼d½É»Vº
Γ′

â ~�ñ ìÖ�l�>��òW��^�4�nó,�]�ç>�`èH�4�
C2

# ·	¾&À�Ã�À�ÆiÐV·	Ê�ºFÀj¿�Â�Â�¹©º�ÅV· Γ ⊂ C2 ¿�¼&Ä�·�Ï`Ã�·/Ä�ÊHË {(z1, z2) ∈ C2 | f(z1, z2) = 0
} Ò ¶©·	ºh·

f : C2 → C
¿�¼�ÀT¸;»�Æ�Ë�Ã�»�ÌT¿�ÀjÆBÍ&�KÃ�¾h¶�·	¿�º�¸©À�¸`·/º �iý�J�� Ñ @�·/¿iÐVÆi·0À�Ã©Ä\!.À�Ã<�¼.¸`»V¿iÃH¾�·rÄ�»�¹�¾¾�¶`À¾

Γ
Â	À�Ã�Ê;·Nº�·/¸�ºh·/¼�·	ÃH¾�·rÄ�Ê�Ë�¾h¶�·N¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â	·§»�½

f̄ : R4 → R2 Ñ Ò ¶�·	ºh·

f̄(x, y, p, q) =

(

Re [f(x+ iy, p+ iq)]
Im [f(x+ iy, p+ iq)]

)

�KÃ�¾h¶�¿�¼�·���À�Ì9¸©Æi· Ñ f ¿�¼�ÂF¶�»H¼a·/Ã À�¼
f(z1, z2) = z2

1 + z2
2 − 1

À�Ã©Ä
Γ ⊂ R4 ¿�¼Àj¸©¸�º�»���¿�Ì�À¾�·rÄ�À�¼�¾h¶�·¡¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·�»j½§À�¼hÀjÌT¸�Æ�·/ÄÔÄ�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·�½É¹©Ã©Â%¾h¿i»VÃÓ½Éºh»�Ì
f̄
¿iÃ

324¹�Ã�¿i½É»�ºhÌ ÐVº�¿�ÄÁÍ�µ.¶©·�Àj¸�¸�ºh»���¿iÌ�Àj¾�¿�»�Ã0»�½
Γ ⊂ R

4 ¿�¼&¾h¶�·	Ã9¸�ºh»jÖM·/Â�¾�·rÄ�Ä�» Ò Ã9¿�ÃV¾h» (x, y, p)ÀjÃ`Ä
(x, y, q)

Â	»�»�ºFÄ�¿iÃ`À¾�·r¼	Í

ý� 



$�¿iÐV¹�º�· ý��¹ Î�ºh»jÖM·/Â�¾�¿�»�Ã©¼d»�½&À�Ã�À�ÆiÐV·	Ê�ºFÀj¿�Â§Â	¹�ºhÅ�·1¿iÃ
C2

â ~*ô �V�U�I���;èÅ�`�m��x�>�õ�>ä��Çö,�õí��_�]����Pè��x�
R4

@�·�¾h·/¼a¾N»�¹�º0À�ÆiÐV»�ºh¿�¾h¶�Ì�¼�¿�Ã¦ÀjÃ�·���ÀjÌT¸�Æ�· Ñ Ò ¶�·/º�·9¾h¶�·9¾�ºh¹�·�¼a»VÆi¹�¾h¿i»VÃ�¿�¼Õ<�Ã�» Ò Ã�Í # ·�¾¾ Ò »T¼�¸�¶�·/º�·r¼ S1
À�Ã©Ä

S2
¿iÃ

R4 Ê;·NÐ�¿�Å�·	Ã¡À�¼
{

x2 + y2 + z2 + (w − 1
2 )2 = 1

x2 + y2 + z2 + (w + 1
2 )2 = 1

S1 ∩ S2
¿�¼�ÀjÆ�Ð�·/Ê�ºhÀ�¿�Â/ÀjÆ�ÆiË�Ð�·/Å�·	Ã�À�¼

x2 + y2 + z2 = 3
4

ÍQ��¹�ÌT·	ºh¿�Â/ÀjÆ�ÆiË
S1 ∩ S2

¿�¼
Àj¸©¸�º�»���¿�Ì�À¾�·rÄ�ÀV¼d¾�¶�·�¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·§»�½

φ : {0, · · · , N}
4
→ R2 ¼�¹©ÂF¶�¾�¶©Àj¾

φ(i, j, k, l) =

{

a2
i + a2

j + a2
k + (al −

1
2 )2 − 1

a2
i + a2

j + a2
k + (al + 1

2 )2 − 1

Ò ¶�·	ºh· ai = −1.3 + 2.6 · i
N−1

Í�µ.¶�·�¿�ÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�¿�¼�¾h¶�·	Ã�¸©º�»�ÖM·/Â%¾h·/Ä�Ä�» Ò Ã�¿iÃH¾�»
R3 Í

ý��



$�¿iÐV¹�ºh· ýVý�¹ Î�ºh»jÖM·rÂ%¾�¿�»�Ã�»j½�¾�¶�·N¿�ÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�»j½S¾ Ò »�¼a¸©¶�·	ºh·/¼.¿�Ã
R4 Ò ¶�·	Ã N = 40

÷ ø °��³�g�²N®S´�°0
@�·�¶©À�Å�·.¸�ºh·/¼�·	ÃH¾h·/ÄTÀjÃ�¿�¼a»H¼a¹©ºa½ÈÀVÂ�¿�Ã�ÐNÀjÆ�Ð�»�ºh¿i¾�¶�Ì ¾h¶©À¾ Ò »Vº4<�¼&¿�Ã6ÀjÃ6ÀjºhÊ�¿i¾�ºFÀjºhËNÃ�¹�Ì�Ê;·	º
»j½�Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿�»�Ã©¼�À�Ã©Ä�Â�»�Ä�¿�ÌT·	Ã©¼�¿�»�Ã©¼/Í&$©»�º�ÀNÄ�¿�¼hÂ�ºh·�¾h·�½É¹�Ã©Â�¾�¿�»�Ã

φ : {0, · · · , N}
n
→ Rm Ñ

¾�¶©·N¿�¼�»V¼�¹�º�½ÈÀ�Â�·
Γ
»j½
φ
¿�¼�Ä�·�Ï`Ã�·/Ä¡À�¼d¾h¶�·N¿�¼a»H¼a¹�º�½ÈÀ�Â	·§»�½�¿i¾h¼�¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�¿�ÀjÆ�¿�ÃH¾�·/º�¸;»�Æ�ÀjÃH¾

φ̂ :
[0, · · · , N ]n → Rm

Í�Õ1·	»VÌ9·	¾�ºh¿�Â/ÀjÆ�ÆiË
Γ
¿�¼dÀ�¸�¿�·/Â	· Ò ¿�¼a·1¿iÃH¾h·	ºF¼a·rÂ%¾�¿�»�Ã�»j½�À9¼a¿�ÌT¸�Æ�·���ÀjÃ`Ä

m
¶HË�¸;·	ºh¸�Æ�ÀjÃ�·r¼	Í1µSºh¿�À�Ã�Ð�¹©Æ�Àj¾�¿�»�Ã¡¾hÀ�Ê�Æ�·/¼1Àjºh·0Ð�¿�Å�·/Ã�»j½'¾h¶�·�¿�ÃH¾�·/ºh¼�·/Â�¾�¿�»�Ã�»j½�À�¼a¿�ÌT¸�Æ�·��

ÀjÃ`Ä�À�¶�Ë�¸`·/º�¸©Æ�À�Ã�·�Í�Î Â	»�¹�ÃH¾h¿iÃ�Ð¡¾h¶�·	»Vº�·/Ì Ò À�¼0¼a¾hÀj¾�·/Ä�¾h»�¸�º�»ÅV·�¾h¶�·�»�¸�¾�¿�ÌTÀ�Æi¿i¾MË�»�½
¾�¶©·�¾FÀjÊ�Æ�·/¼/Í?Í�·�½É·/º�·/Ã©Â�¿�Ã�Ð�¾�¶�·9¾FÀjÊ�Æ�·/¼ Ñ Γ ¿�¼NÂ	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â�¾�·/Ä�À�¼1¾h¶�·T¹�Ã�¿�»�Ã�»j½d¼�¿�Ì9¸©Æi¿�Â�·r¼	Í
µ.¶�·�Â	»�Ã©¼a¾�ºh¹©Â�¾�¿�»�Ã�Â�»H¼M¾F¼

O(Nn) Ò ¿i¾�¶�ÀN¹©Ã�¿�½É»Vº�Ì Ð�ºh¿�Ä�ÀjÃ©Ä
O(Nn−mlog(N)) Ò ¿i¾�¶6ÀÄ�ËHÀ�Ä�¿�Â.Ð�ºh¿�Ä�¿�ÃT¾�¶�·�Ã�¹�ÌT·/º�¿�Â	À�Æ©¼a¸`À�Â�·�À�Ã©Ä�¾�¿�ÌT·�Í�@ ¶�·	Ã

n = m+1
»�º
m+2 Ñ Γ ⊂ Rn¿�¼&¸�º�»�ÖM·/Â�¾�·/Ä9Ä�» Ò Ã9¿iÃH¾h»

R3 À�Ã©Ä9Â	ÀjÃTÊ;·.ÅH¿�¼�¹©ÀjÆ�¿iÇ/·/ÄÁÍ&Î ¼�¿iÌT¸�Æ�·d½É»�ºhÌ�¹�Æ�À1¿�¼&¿�ÃH¾�ºh»�Ä�¹©Â�·rÄÂ	À�Æ�Â	¹�Æ�À¾�¿�Ã�Ð�¾�¶�·NÃ©»�ºhÌTÀ�ÆÁÅ�·rÂ%¾�»VºdÏ©·	Æ�Ä�»j½S¾h¶�·N¸�ºh»jÖM·rÂ%¾�·rÄ�¼�¹�º�½ÈÀ�Â	· Ñ Ò ¶�·/Ã n = m+ 2
Í

ù ³&ú��°Wûüg�j�±\ÐÇdßj��®
� Ò ¿�¼�¶ ¾h» ¾�¶©À�Ã<nÎ�º�»�½MÍý�H¾hÀ�Ã�Æ�·	Ëþ�1¼a¶©·	º�½É»Vº�¶�¿�¼�·/Ã©Â�»V¹�ºhÀ�Ð�·/Ì9·/ÃH¾�ÀjÃ©Ä�ÐV¹�¿�Ä©ÀjÃ©Â	·
¾�¶©º�»V¹�Ð�¶�»V¹�¾d¾�¶�¿�¼�¸�ºh»jÖM·rÂ%¾/Í��dÀjÌ ¿�Ã©Ä�·/Ê�¾�·rÄ�¾h»\+�¶�ºh¿�¼�@�·	¿�Ð�Æ�·0ÀjÃ©Ä\Î�ºh»j½MÍ^¼§À�Å�¿�Ä���Ê`·/ºa¾
½É»�º9¾h¶�·	¿�º0<�¿iÃ©Ä ¼�¹�Ð�ÐV·/¼a¾�¿�»�Ã©¼9ÀjÃ`ÄÔÂ	»�ÌTÌT·	ÃH¾h¼/Í��9ÀjÌ À�Æ�¼�»�Ð�ºFÀ¾�·	½É¹�Æ.¾�»XÎ�ºh»j½MÍ O À�º4<Õ1ºh·	·	Ã Ñ µ.¶�»VÌTÀV¼�+�·/Â	¿iÆ Ñ§ÿ ·	Ã�'�¼�¿&µ�¼hÀj¿ Ñÿ »VÃA��·	»�C�¿�Ì ÀjÃ©ÄA+�¶�¿�¹ ÿ ·	ÃECNÀj»T½É»�º�¾�¶�·/¿iº¶�·/Æi¸�Í
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